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ARTICULO 5

Modelos Matematicos aplicados a Biologia

OSCAR BOBARIN FLORES]

5.1 Modelos poblacionales

primera vista parece imposible describir el crecimiento de una especie por medio de una ecua-

cién diferencial, ya que el tamafo de una poblacién se mide siempre en ndmeros enteros. Por

ello, el tamafio de una poblacién no puede ser una funcién diferenciable con respecto al tiempo. Sin

embargo si el tamafio de una poblacién es grande y se incrementa en uno, entonces el cambio es muy

pequefio comparado con el tamafio de la poblacién. Asi pues, se toma la aproximacioén de que pobla-
ciones grandes cambian continuamente, e incluso de manera diferenciable, con respecto al tiempo.

Denotaremos por p(t) la poblacién de una especie dada en el tiempo t¢. Representaremos por
r(t, p) la diferencia entre sus tasas de natalidad y de mortalidad. Si esta poblacién estd aislada, es decir,
si no existe emigracion o inmigracién, entonces dp/dt, la tasa de variacién o cambio de la poblacién es
igual a rp(t). En el modelo mds simple se supone r constante, es decir, que no depende ni del tiempo
ni de la poblacién. Entonces la ecuacién diferencial que gobierna el crecimiento de la poblaciéon puede
escribirse como

dp(t
dp(t) =ap(t), « = constante

dt
Esta es una ecuacion lineal y se conoce la ley de Malthus para el crecimiento de una poblacién.

Si la poblacién de una especie dada es pg en el tiempo ¢y, entonces p(t) satisface el problema de
valor inicial
dp(t)

“dr =ap(t), p(to) = po

La solucién de este problema de valor inicial es

p(t) = poe 1)

Si o > 0 la poblaciéon crecera exponencialmente, mientras que si @ < 0, la poblacién disminuira
exponencialmente. En el caso de que o = 0, la poblacién permanecera constante en su punto de equi-
librio.

Problema 5.1. Para ver como se puede usarse esta ecuacion, s"pongamos que se examina el contenido
de bacterias en una botella de leche de un litro, un dia después de haber sido embotellada, el anélisis
arroja una cuenta de 500 organismos. Un dia después la cuenta es de 8000 organismos. ; Cuél fue el
namero de bacterias en el momento de embotellar la leche?
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Aqui sabemos que P(1) = 500 y P(2) = 8000, asi que
8000  P(2)  P(0)e**

= = e

500  P(1)  P(0)e”

«

aplicando logaritmos en ambos miembros, se tiene

8000

o= 1n(—500

) =1In16

Por tanto
P(t) = P(0)e™ 19! = P(0)16'

Para hallar P(0), hacemos t = 1 y usamos el hecho de que P(1) = 500, para obtener asi
16P(0) = 500
p(0) = 31,25
Esto representa el nimero de bacterias en el momento de embotellar la leche.

En el siguiente ejemplo utilizaremos una ecuacién lineal de primer orden

Ejemplo 5.1 (Alimentacién intravenosa con glucosa). El suministro de glucosa al torrente sanguineo
es una técnica médica importante. Para estudiar este proceso, definimos G(t) como la cantidad de
glucosa presente en la sangre del paciente en el tiempo ¢. Supongamos que la glucosa se suministra
al sistema sanguineo a una tasa constante de £ gramos por minuto. Al mismo tiempo la glucosa
se transforma y se separa de la sangre a una tasa proporcional a la cantidad de glucosa presente.
Entonces la funcién G(t) satisface la ecuacion diferencial lineal de primer orden

dG
— =k—-aG
dt
donde a es una constante positiva.
La solucién de esta ecuacion diferencial es
k
G(t) = ce ™ 4 =,
a

cuandot =0, c¢=G(0)— % Asi, la solucién puede escribirse como

G(t) = S + [G(0) — k/a)e™™

cuando ¢ — oo, entonces la concentracién de glucosa tiende al valor de equilibrio k/a.

5.2 Modelo de Crecimiento Poblacional

A tasa de crecimiento por individuo de una poblacién es la diferencia entre la tasa promedio de
L nacimientos y la tasa promedio de mortalidad. Supéngase que en una poblacién dada la tasa
promedio de nacimientos es una constante positiva ¢, pero la tasa de mortalidad es proporcional al
tamafio de la poblacién, debido a los problemas de hacinamiento y la competencia creciente por el
alimento disponible. Supéngase que esta tltima constante de proporcionalidad es 5 > 0. Puesto que
dp/dt es la tasa de crecimiento de la poblacién, la tasa de crecimiento por individuo sera

1dp
pdt
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Por tanto, la ecuacién diferencial que controla el crecimiento de esta poblacién es

o bien
dt
que es la ecuacién logistica.
Consideremos ahora la ecuacién logistica para predecir el crecimiento futuro de una poblacién

aislada.
Si pg es la poblacién en el tiempo ¢, entonces p(t), la poblacién en el tiempo ¢, satisface el proble-

ma de valor inicial p
D e pla—Bp),  pto)=p  (2)

dt
Claramente vemos que esta ecuacion diferencial es de variable separable

D t
/C“":/ds:t—to 3)
D t

0 T(a - /37’) )
Por fracciones parciales, se puede comprobar que
1 _ 1 n B
rla—pr) ar  ola—pBr)

Sustituyendo en la ecuacion (3), resulta
4 d 1 [P/1
/ T—/ <+ P >dr—t—t0
» aJp, \T a—pr

o T(a—pBr) 0
1 1 —
~|mZ 41 Opoj| _ Ly plazfrl_,
al po a—fp a  po|a—pBp
Asi pues
R el | N
po | a—Bp

Al aplicar el exponencial en ambos miembros de esta ecuacion resulta

a(t—ty) _ P &= Bpo

e
po o — fBp
Por lo tanto, de esta tltima ecuacién se obtiene la solucién de la ecuacion logistica, esto es

_ apo
plt) = Bpo + (o — Bpo)ea(t—to) @)

(Qué tipos de predicciones predice la ecuacién (4) ?
Observe que a medida que ¢ aumenta, esto es, con t — oo el término e—(t=t0) tiende a cero, pues
a > 0. Entonces independiente del valor inicial, la poblacién tiende al valor limite o/, mas alla del

cual no puede aumentar, pues si se toma p = «/f se tiene dp/dt = 0.
OSCAR BOBARIN FLORES
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Ademas, p(t) es una funcién monétona creciente respecto del tiempo si 0 < py < /.

Mas atin , si derivamos la ecuacién logistica respecto de ¢, se tiene

2
d°p d£_2 dp

ol p— = (a—26p)p(a — bp)
Aqui vemos que:
dp/dt es creciente si p(t) < /23

dp/dt es decreciente si p(t) > «/2.

Por esta razon la grafica de p(t) tiene la forma de una S. Esta curva se llama Curva logistica
A partir de su forma se concluye que el tiempo antes de que la poblacién alcance la mitad de su
valor limite es un periodo de crecimiento acelerado. Después de este punto, la tasa de crecimiento
disminuye hasta llegar a cero. Este es un periodo de crecimiento reducido.

5.2.1. Experimentos con el propozoario paramecium caudatum

STOS experimentos fueron llevados a cabo por el bidlogo y matemético G.F. Gauss. Se colocaron

5 ejemplares de Paramecium en un tubo de ensayo con 0,5¢cm?® de medio nutriente y se cont6 el

nuamero diario de individuos durante 6 dias. Se encontré que los Paramecium se reproducian con una
tasa de 230,9 por ciento diario cuando la poblacién era pequefia.

El nimero de individuos aumentaba inicialmente con rapidez y posteriormente con mas lentitud
hasta alcanzar el nivel maximo de 375 hacia el cuarto dia, saturando el tubo de ensayo. A partir de
esta informacién se concluye que si el Paramecium crece de acuerdo con la ley logistica

P pa—pp) ()

entonces
a=2309, p= 2,309/375

Por lo tanto, la ley logistica predice que para tp = 0

_ apo
Bpo + (o — Bpg)e—a(t—to)

p(t)

(2,309)5

2,309)5 2,309)5
( 375) (273()9 ( 375) ) e 2,309t

375
= Tirac e (O

La grafica de p(t) dada por la ecuacion (5) se ve en la Figurap.1]

5.3 Problemas Presa Depredador

mediados del siglo XX, el bi6logo italiano Umberto D’ Ancona se encontraba estudiando las
variaciones poblacionales de varias especies de peces que interactuaban. En el curso de su
investigacion se encontrd con informacién acerca de los porcentajes de captura de diferentes especies
en diversos puertos del Mediterrdneo durante los afios de la primera guerra mundial. en particular,
la informacién incluia los porcentajes de captura de selacios (tiburones, matarayas, etc.) los cuales
no son deseables como pescado comestible. A continuacion, se produce la informacién del puerto de
Fiume, durante los afnos de 1914 a 1923.
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p(t),

[=]
[=]
T

Figura 5.1: Curva Logistica

1914 1915 1916 1917 1918
119% | 21.4% | 22.1% | 21.2% | 36.4%
1919 1920 1921 1922 1923
27.3% | 16.0% | 15.9% | 14.8% | 10.7 %

D’Ancona qued¢ intrigado por el gran aumento de porcentaje de selacios durante el periodo de

la guerra. Argumento que el incremento en tal porcentaje se debia a la gran reduccién en los

niveles de pesca durante el mismo periodo. La pregunta era ;cémo afecta la intensidad de la pesca

a la poblacion de peces? La respuesta a tal pregunta fue una gran preocupacién de D’Ancona en su

investigacion acerca de la lucha por la existencia entre especies en competicién. también era de mucho

interés para la industria pesquera, ya que tenfa implicaciones obvias sobre la manera en la que debia
pescar.

Ahora bien, lo que distingue a los selacios de los peces comestibles es que los primeros son de-
predadores, mientras que los segundos son sus presas; los selacios dependen de los peces comestibles
para su supervivencia. Como se habia reducido fuertemente el nivel de captura en dicho periodo,
habia entonces més presas disponibles para los selacios, los cuales, por lo tanto, se reprodujeron mas
rapidamente. Sin embargo, la explicacién tenia una falla, ya que también habia mas peces comestibles
en ese lapso. La teorfa de D’Ancona muestra solamente que hay més selacios si la pesca se realiza a
niveles més bajos: no explica por qué un bajo nivel de pesca es mas benéfico para el depredador que
para la presa.

Después de haber agotado todas las posibles explicaciones biolégicas del fendmeno, D’Ancona se
dirigi6 a su colega ,matemético italiano Vito Volterra. La esperanza era que Volterra pudiera formular
un modelo matemaético del crecimiento de los selacios y sus presas, y de los peces comestibles, y que
dicho modelo diera una respuesta a la interrogante de D’ Ancona. Volterra inici6 su andlisis separan-
do a los animales en dos poblaciones: las presas z(t) y los depredadores y(t). Su razonamiento fue
entonces que los peces comestibles no compiten muy intensamente entre si por su alimento, ya que
es muy abundante y la poblacién de peces no es muy densa. Por ello, en ausencia de los selacios, los
peces comestibles crecerian de acuerdo con la ley malthusiana de crecimiento de poblaciones

JI/:(Z.’L’

para una constante positiva a. Ademas (razonaba Volterra) el nimero de contactos por unidad de
tiempo entre depredadores y presas es bzry, para una constante positiva b. Por tanto,

2 = ax — bry

De la misma manera, Volterra concluy6 que los depredadores tenian una tasa natural de decrecimien-
to —cy , proporcional a su ntimero, y que su incremento tenia una tasa dxy proporcional también a su
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numero en ese momento y y al suministro de alimento x. De modo que
— Yy _
— =ax —bry, — = —cy-+dzry (5.1)

El sistema de ecuaciones describe entre los selacios y los peces comestibles en el caso de no
haber pesca alguna. A continuacién se estudiard este sistema y se obtendran algunas propiedades
importantes de sus soluciones. Después, se incluird en el modelo el efecto de la pesca y se mostrara
que un bajo nivel de la captura es mas benéfico para los selacios que para las especies comestibles. De
hecho, se llegara al sorprendente resultado de que un bajo nivel de pesca, en realidad, es dafiino para
los peces comestibles. Obsérvese primero que tiene dos soluciones de equilibrio

z(t) =0,y(t) =0, xz(t)=c/d,y(t) =a/b

Por supuesto que , que la primera solucién de equilibrio no interesa. El sistema tiene también la
familia de soluciones z(t) = zpe™, y(t) = 0y z(t) = 0,y(t) = yoe . Asi que tanto el eje z como el
eje y son Orbitas de (5.1) . eso implica que toda solucién z(t),y(t) de (5.1) , que empieza en el primer

cuadrante z > 0,y > 0 en el instante ¢ = t;, permanecerd ahi para todo tiempo futuro ¢ > ¢.

Las orbitas de (5.1) para x, y # 0 son las curvas soluciones de la ecuacion de primer orden

dy  —cy+dvy y(—c+ dx)

= = 5.2
dr  ax —bxy x(a — by) (5-2)
Esta ecuacion es de variable separable, ya que puede ser expresada en la forma
a—bydy —c+dx
y dr T
Por consiguiente,
alny—by+clner —dr =k
para una constante k;. Tomando exponenciales en ambos miembros de esta ecuacion se obtiene
ya :L,C

para una constante K. Asi pues, las 6rbitas de (5.1) son la familia de curvas definidas por (5.3) y, como
se vera a continuacion, dichas curvas son cerradas.

Lema 5.1. La ecuacion define una familia de curvas cerradas para x,y > 0.

Demostracion. Primeramente, determinaremos el comportamiento de las funciones

a

Y
f) = Zy 9l0) ="
para z e y positivas. Para tal finalidad, obsérvese que f(0) = 0, f)oo = 0, y ademds, f(y) es positiva

paray > 0. Esto es

aafl_ba afla_b
Py =2 y* _y" (o —by)

eby eby

Se ve que f(y) tiene un sélo punto critico en y = a/b. Por consiguiente, f(y) alcanza su valor maximo

M, = @b eny =a /by la gréfica de f(y) tiene la forma que se describe en la figura 1a. Similarmente,

g(x) alcanza su valor maximo M, = D on 4 = c¢/d y la gréfica de g(z) tiene la forma que se

ec

describe en la figura 1b.de[5.2| A partir del andlisis anterior, se concluye que la ecuacién (5.3) no tiene
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Y R,

a/b 0% c/d X
(a) (b)

Figura 5.2: Forma de campana

soluciones z,y > 0 para K > M,M,, y que para K = M,M, tiene la solucién z = ¢/d, y = a/b.
De modo que solamente es necesario considerar el caso K = AM,, donde A es un ntiimero positivo
menor que M,. Obsérvese primero que la ecuacién z¢/e% = ) tiene una solucién z = z,, < ¢/dy
otra solucién = = x,; > ¢/d. Por tanto, la ecuacion

A
fly) =ye ™™ = (W) M,

no tiene solucién y si z < x,,, o bien z > x .

Siz = x,, 6 x)7, entonces tiene solamente la solucién y = a/b, mientras que para cada z,,, < x <
x ) tiene dos soluciones y; (z) e y2(x). La solucién menor y; (x) es siempre menor que a/b y la solucién
mayor y2(x) es siempre mayor que a/b. Cuando x tiende a z,,, 6 a z )y, tanto y; () como y2(x) tienden
a a/b. Por consiguiente, las curvas definidas por son cerradas para x e y positivas, y tienen la
forma que se muestra en la Figura

a/b

Xm c/d XM
Figura 5.3: Curvas cerradas
Mids atin, (con excepcién de « = ¢/d, y = a/b) ninguna de dichas curvas cerradas contiene puntos
de equilibrio de (5.1). Por tanto, todas las soluciones z(t), y(t) de (1), con z(0), y(0) positivas, tiene la

propiedad de que
z(t+T) = x(t)

y(t+T) =y(?)
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para alguna 7 positiva. O

Los datos de D’Ancona son en realidad un promedio de la proporcién de depredadores en ca-
da uno de los periodos de un afio. Asi pues, para comparar los datos con las predicciones de (1),
es preciso calcular los valores promedio de x(t) e y(t), para cualquier solucién z(t), y(t) de (1). Es
sorprendente que sea posible calcular dichos valores aun a pesar de que no se conocen z(t), y(t) exac-
tamente. Sin embargo tenemos el siguiente lema para confirmar lo dicho.

Lema 5.2. Sea xz(t), y(t) una solucion periédica de (1), con periodo T > 0. Definimos los valores promedio

de x e y como
1T 1T
T == tydt, y=— t)dt
Y S 0

Entonces © = c¢/d e y = a/b. Esto es, los valores promedio de x(t) y de y(t) son los valores de equilibrio.

Demostracion. Sean las ecuaciones

dz/dt = ax — bxy, dy/dt = —cx + dzy

Dividiendo entre z ambos miembros de la primera ecuacién, se obtiene

de manera que si denotamos dx/dt por z’, entonces

1 (T 1 /T
— —dt = — — by(t)]dt
= RR0)

T
/ Lt = Inz(T) — Inz(0)
0

Ahora bien

x

lo cual es a su vez, igual a cero, pues z(7") = x(0). Por consiguiente

1 T !
/‘xﬁzo
T 0 s

T
;A[a—@@mﬁ:o

1 (T 1 (T
— | yt)dt = = dt =
TA y(t) TA@ a

De modo que § = a/b. Similarmente, dividiendo entre T'y(¢t) ambos miembros de la segunda
ecuacién de (1), e integrando de 0 a 7', se obtiene que = = ¢/d O

es decir:

Ahora es posible incluir los efectos de la pesca en el modelo. Obsérvese que la pesca reduce
la poblacién de los peces comestibles en una tasa cxz(t), y la de los selacios, en una tasa cy(¢). La
constante ¢ refleja la intensidad de la pesca, es decir, el nimero de barcos pesqueros en operacién
y el nimero de redes en el agua. Asi pues, la situaciéon completa queda descrita por el sistema de
ecuaciones diferenciales modificado
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d

d—?:am—bmy—sx:(a—s)x—bmy
dy
Ez—cy%—dwy—syz—(c%—a)y—kd:ﬁy

Este sistema es idéntico al sistema (1) (para a —¢ > 0), con a reemplazada por (a—¢) y ¢ sustituida
por (c+ ¢). por lo tanto, los valores promedio de z(¢) y y(t) seran ahora

c+¢ ___a—c¢
a7

T =

Por consiguiente, un nivel moderado de pesca (¢ < a) en realidad incrementa la cantidad de
peces comestibles, en promedio, al igual que disminuye la cantidad de selacios. Reciprocamente, un
nivel bajo de pesca incrementa el nimero de selacios, en promedio, y disminuye el ntimero de peces
comestibles. este sorprendente resultado, conocido como Principio de Volterra, explica los datos de
D’Ancona y resuelve por completo el problema.

El principio de Volterra tiene interesantes aplicaciones con insecticidas que destruyen tanto al in-
secto depredador como a su presa. Implica que la aplicacién de insecticidas en realidad incrementard
la poblacién de aquellos insectos que son mantenidos bajo control por otros insectos depredadores.
Una confirmacién sorprendente de tal principio se encuentra en el caso del pulgén de los citricos (Icer-
ya purchasi), el cual, al ser introducido en 1868 accidentalmente proveniente de Australia, amenazaba
con destruir la industria citricola de Estados Unidos. Posteriormente, se introdujo a su depredador
natural en Australia, la mariquita (Novius Cardinalis), la cual redujo el nimero de pulgones a un
nivel bajo. Cuando se descubrié que el DDT mataba a los pulgones, se les aplicé éste por parte de los
fruticultores con la esperanza de reducir aiin més su nivel. Sin embargo, y de acuerdo con el principio
de Volterra, jel resultado fue un incremento en el namero de tales insectos!
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