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ARTÍCULO 2

El retı́culo de un `-grupo
RAMIRO LAFUENTE R.1

2.1 Introducción.-

UN retı́culo es un conjunto parcialmente ordenado (G,6) donde para cada par de elementos a, b ∈
G existen, en G, el supremo y el ı́nfimo del conjunto {a, b}.

Se denotará a ∨ b := sup{a, b} y a ∧ b := ı́nf{a, b}.

Un `-grupo es una terna (G,6, ·) donde (G,6) es un retı́culo y (G, ·) es un grupo. Además se
verifica la siguiente condición, para cualesquiera a, b, c ∈ G se tiene que:

a 6 b⇒ a · c 6 b · c y c · a 6 c · b

Se dice que un retı́culo (G,6) es distributivo si para todo a, b, c ∈ G,

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c)

a ∨ (b ∧ c) = (a ∨ b) ∧ (a ∨ c)

Es evidente que en un grupo totalmente ordenado, la distributividad se cumple. Esto es consecuencia
del hecho que si a 6 b, entonces a ∨ b = b y a ∧ b = a.
Un grupo totalmente ordenado es un grupo `-grupo (G,6, ·) donde (G,6) es totalmente ordenado.

2.2 Distributividad en Retı́culos.-

SUCEDE que no todos los retı́culos son distributivos. Supongamos que el retı́culo (G,6) contiene
un subretı́culo de alguna de las siguientes formas indicadas en la figura. Veamos que sucede

cuando calculamos b ∧ (c ∨ d) y (b ∧ c) ∨ (b ∧ d)
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Figura 1a
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en (1a):

b ∧ (c ∨ d) = b ∧ a = b

(b ∧ c) ∨ (b ∧ d) = f ∨ f = f

Luego, b ∧ (c ∨ d) 6= (b ∧ c) ∨ (b ∧ d) , es decir, G no es distributivo.
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Figura 1b

Similarmente, para (1b) se tiene lo siguiente:

b ∧ (c ∨ d) = b ∧ a = b

(b ∧ c) ∨ (b ∧ d) = f ∨ d = d

Lo cual también muestra que G no es retı́culo distributivo.

2.3 Distributividad en el retı́culo de un `-grupo.-

SURGE, naturalmente, la siguiente pregunta:

¿Es distributivo el retı́culo de un `-grupo?

El siguiente teorema nos da una respuesta positiva. En el desarrollo de la demostración se utilizan
algunas propiedades de `-grupos que son básicas y se pueden ver en cualquiera de las referencias
bibliográficas [2], [3], [4] y [5].

Teorema 2.1. El retı́culo de un `-grupo es distributivo.

Demostración. Sean g, h1, h2 elementos del `-grupo (G,6, ·).

Sea x = h1 ∨ h2. Entonces, e 6 xh−1
1 y e 6 xh−1

2 .
Además,

g ∧ x 6 xh−1
i g ∧ x = (xh−1

i )(g ∧ hi) para i = 1, 2

Luego
e 6 (g ∧ x)(g ∧ hi)

−1 6 xh−1
i para i = 1, 2

Pero entonces,

e = x(h1 ∨ h2)
−1 = x(h−1

1 ∨ h−1
2 )

= (xh−1
1 ∨ xh−1

2 )

Ası́ tenemos que,

e = (g ∧ x)(g ∧ h1)
−1 ∧ (g ∧ x)(g ∧ h2)

−1

= (g ∧ x)[(g ∧ h1)
−1 ∧ (g ∧ h2)

−1]

= (g ∧ x)[(g ∧ h1) ∨ (g ∧ h2)]
−1
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es decir,
g ∧ x = (g ∧ h1) ∨ (g ∧ h2)

por lo que
g ∧ (h1 ∨ h2) = (g ∧ h1) ∨ (g ∧ h2)

Podemos afirmar entonces algo muy interesante a propósito de lo que impone la estructura alge-
braica de grupo sobre la estructura geométrica de retı́culo, es decir, que la estructura de grupo dotada
a un retı́culo, fuerza al retı́culo a ser distributivo.

Tenemos entonces dos resultados a partir de este hecho que se enuncian en los siguientes dos
párrafos.

Una consecuencia inmediata de este teorema es que si se tiene un retı́culo (G,6) que no es distri-
butivo, entonces será imposible dotar a G,6) de una estructura de `-grupo que mantenga la relación
de orden.

Por lo tanto cualquier retı́culo que tenga un subretı́culo isomorfo a uno de los retı́culos de la
Figura 1 no podrá soportar una estructura de `-grupo que respete el orden de (G,6).
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