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ARTICULO 2

El reticulo de un /-grupo

RAMIRO LAFUENTE R/[Y

2.1 Introduccion.-

N reticulo es un conjunto parcialmente ordenado (G, <) donde para cada par de elementos a,b €
G existen, en G, el supremo y el infimo del conjunto {a, b}.
Se denotard a VV b := sup{a, b} y a A b := inf{a, b}.

Un /-grupo es una terna (G, <, ) donde (G, <) es un reticulo y (G, -) es un grupo. Ademas se
verifica la siguiente condicion, para cualesquiera a, b, ¢ € G se tiene que:

a<b=a-c<b-cyc-a<c-b
Se dice que un reticulo (G, <) es distributivo si para todo a, b, c € G,

aN(bVe)=(aAb)V(aAc)
aV((bAec)=(aVb)A(aVc)
Es evidente que en un grupo totalmente ordenado, la distributividad se cumple. Esto es consecuencia

del hecho que si a < b, entoncesaVb=byaAb=a.
Un grupo totalmente ordenado es un grupo ¢-grupo (G, <, -) donde (G, <) es totalmente ordenado.

2.2 Distributividad en Reticulos.-

UCEDE que no todos los reticulos son distributivos. Supongamos que el reticulo (G, <) contiene
un subreticulo de alguna de las siguientes formas indicadas en la figura. Veamos que sucede
cuando calculamos b A (¢ vV d) y (bAc)V (bAd)

f Figura la
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en (la):

Luego,b A (¢Vvd) # (b A c) V (b A d),esdecir, G no es distributivo.

a
Ib/ \
c
d\ /
f Figura 1b

Similarmente, para (1b) se tiene lo siguiente:
bA(cVd)=bAa=0D
(bAc)V(bANd)=fVvd=d

Lo cual también muestra que G no es reticulo distributivo.

2.3 Distributividad en el reticulo de un /-grupo.-
SURGE, naturalmente, la siguiente pregunta:
¢Es distributivo el reticulo de un /-grupo?

El siguiente teorema nos da una respuesta positiva. En el desarrollo de la demostracién se utilizan

algunas propiedades de ¢-grupos que son bdsicas y se pueden ver en cualquiera de las referencias
bibliogréficas [2], [3], [4] y [5].

Teorema 2.1. El reticulo de un ¢-grupo es distributivo.

Demostracién. Sean g, h1, hy elementos del ¢-grupo (G, <, -).

Sea x = h1 V ha. Entonces, e < xhl_l ye< xhg_l.
Ademas,
gAz <ah;ylgna = (zh; ') (g Ah;) parai = 1,2

Luego
e<(gnz)(gAh) ! <xh;lparai=1,2

Pero entonces,
e=a(hiVhy)t =z(h'Vhy!)
= (zhy' vahyt)
Asi tenemos que,
e=(gAz)(gAh) LA (gAT)(gAh)™?

=(gA2)(gAh) T A(gAh2)7Y
=(gAz)(gAh1)V (gAhg)]™!
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es dedir,
gAhz=(gANh1)V(gAhs)

por lo que
g N (h1Vhg) = (g ANhi) V(g A hs)

O]

Podemos afirmar entonces algo muy interesante a propésito de lo que impone la estructura alge-
braica de grupo sobre la estructura geométrica de reticulo, es decir, que la estructura de grupo dotada
a un reticulo, fuerza al reticulo a ser distributivo.

Tenemos entonces dos resultados a partir de este hecho que se enuncian en los siguientes dos
pérrafos.

Una consecuencia inmediata de este teorema es que si se tiene un reticulo (G, <) que no es distri-
butivo, entonces sera imposible dotar a G, <) de una estructura de /-grupo que mantenga la relacion
de orden.

Por lo tanto cualquier reticulo que tenga un subreticulo isomorfo a uno de los reticulos de la
Figura 1 no podré soportar una estructura de /-grupo que respete el orden de (G, <).
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