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ARTICULO 1

La integral de Henstock y el Teorema Fundamental
de Calculo

RAMIRO CHOQUE C[]

Restiimen

El presente articulo contiene la definicion de la integral general de Riemann, también conocido como la integral de
Henstock sobre el espacio euclideano R™. Se demuestra el Teorema Fundamental de Cilculo sobre un intervalo cerrado de
la recta real y finalmente se dan algunos ejemplos de aplicacion.

SEA A C R"™ un bloque cerrado y sea P una particiéon de A. Para cada bloque de particiéon B € P
escogemos un punto zg € B, con ello obtenemos el conjunto finito

£ = (vB)Bep

El par P* = (P,£) es llamado particion puntuada del bloque A, y zp es la marca del bloque de
particion B € P. Para una funcién f : A — X definida en el bloque cerrado A C R" con valores en el
espacio normado X, la suma de Riemann se define por

> (f,P)=)_ f(zp) Vol.B

BeP

Definicién 1.1. La funcién f es integrable si existe un vector v € X tal que para todo ¢ > 0 existe un
funcién no negativa § : A — R para el cual, si P* es una particién puntuada de 4,

B e Pyvol(B) < é(zp) = ‘Z(f, P*) - v‘ <e

El vector v es llamado integral de f sobre A, denotado por [, f.

Observacién 1.1. Dado § : A — R existe una particién puntuada P* tal que VB € P se tiene vol.(B)<
1) (.r B ) .

La prueba se encuentra en [1] y [2] de[l| Esto es necesario para verificar la unicidad de la integral.

Cuando ¢ es una funcién constante obtenemos la integral usual de Riemann. Si en la particién
puntuada P* = (P, §) escogemos las marcas de tal forma que zp € A (y no necesariamente x5 € B)
obtendremos un particién puntuada libre. Con ello la definicién [I.1]es la integral de Lebesgue.
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Ejemplo 1.1. Sea A = [0,1] x [0,1] Cc RxRysea E = ([0,1] Q) x ([0,1] | Q). Demostrar que la
funcién f : A — R definida por

1 si z€ek
f(x)_{ 0 si a¢FE
es integrable y que [, f = 0.
Demostracién. Como E es numerable, podemos escribir E = {a1, as, as, ...}. Seae > 0; como podemos
seleccionar las marcas dependiendo de puntos de A, escogemos de tal forma de obtener una serie

convergente.
Sea ¢ : A — RT definida por

€ .
6(5{3) _ ? S1 T =a;
1 si z#aq;

Sea P* una particién puntuada de A tal que B € Py vol.(B)< §(xp). Entonces

ISP =0 = 3 fes)-volB) = S vol(B)

BeP rpel
€
< Z d(zp) < 25 (a;) = 5 =
EZISID) = i=1
Asi f es integrable sobre Ay [, f = 0. O

Este es un ejemplo de una funcién Henstock integrable que no es Riemann integrable.

En lo que sigue nuestro objetivo es verificar el Teorema Fundamental de Célculo (TFC) sobre un
intervalo cerrado de la recta real.

Supongamos que f : [a,b] — X es diferenciable en el punto z € [a,b]. Entonces si elegimos
u < z < v, para u y v proximo a z, entonces la pendiente de la recta determinada por los puntos
(u, f(uw)) y (v, f(v)) estd cerca de la pendiente de la recta tangente en z, como se puede observar
geométricamente, esto es

!
LI )| <
para z € [u,v] Clz — 6,2+ 6] () [a,b].
Lema 1.1. Si f : [a,b] — X es diferenciable en el punto z € [a,b], entonces existe un
0 =0(z,e) > 0tal que,
z€ v Clz=6,240[ () [a,0] = [f(v) = f(u) = f(2) (v —u)| <e(v—u) *)

Demostraciéon. Como f es diferenciable en z € [a, b], existe un ¢ > 0 tal que
x ]2—62+(5[ﬂ = |f(x) = f(z) = f'(2) (z = 2)| < ez — 2|
Sea z € [u,v] C]z —d,z+ ] () [a, b, entoncesu < z < vy

[f(u) = f(2) = f'(2) (u = 2)]
[f(v) = f(z) = f'(2) (v = 2)]

IN A
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Luego, sumado y restando, y por desigualdad triangular

f(v) = f(u) = f'(2) (v — )]
= [f(v) - f(z) = f(2) (v —2) = [f(u) = f(2) = ['(2) (u—2)]]
< |f) = f(2) = F1(2) (v = 2) [+ [f(uw) = f(z) = f'(2) (u— 2)]
< eg(z—u)+e(v—2)
= e(v—u).

O

El TFC que se enuncia a continuacién se caracteriza por la simplicidad de su enunciado, con
relacién a los TFC de la integral de Riemann y Lebesgue, ver [3] y [4] de

Teorema 1.2. Si f : [a,b] — X es diferenciable, entonces f' : [a,b] — X es integrable y

b
/ =) - f(a)

Demostracién. Sea ¢ > 0. Por el lema anterior, para cada z € [a,b] existe un §(z,¢) > 0, para el cual
se verifica ( . Esto define una funcién no negativa ¢ : [a,b] — RT. Sea P* = (P,£) una particiéon
puntuada tal que ¢(I;) < 6(&;) para I; € P. Entonces

G el —6,6+6[ ) lab]
luego de , con Iz = {CL‘Z',l, :L‘i],

|f(xi) = flaioa) — f1(&)0)| < el(Ty).

Por suma telescépica f(b) — f(a) = > (f(xi) — f(xi—1)), entonces
LeP

F0) = fla)=> (f', P")

< 3 @) = flaia) = f1(&)0T)]
I;
< ey oI
I,

= ¢g(b—a)
Luego f’ es integrable y ff [ =f) - f(a) O
Un generalizacién del teorema anterior es el siguiente.

Teorema 1.3. Sea f : [a,b] — X continua que tiene derivada f' excepto en un numero numerable de puntos
de [a,b], y definimos f'(x) = 0 en esos puntos, entonces f’ : [a,b] — X es integrable y ff = 1) — f(a).

Demostracion. Sea E = {a1, az, as, ...} los puntos donde f no es diferenciable.
Para cada z € [a, b] hay dos posibilidades:

» Siz € [a,b] — E, entonces por el lema(l.1] existe 01(z,e) > 0 que verifica

» Siz e E, entonces z = a,, por continuidad de f existe d2(ay,e) > 0 tal que

v €lay, — b2, a, + 2] () [a,b] = | f(uw) = f(v)| < 27 (**)
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Esto no proporciona la funcién § : [a,b] — RT definida por

[ 01(2) si z€[a,b]-F
5(2)_{ (5;(2) si z€F

Sea P* = (P,§) una particién de [a,b] tal que ¢(I;) < d(&;) para I; € P. Entonces para la marca
& el Cl& — 90,8 +0[ () [a,b] ocurre dos posibilidades:

» Si¢&; € [a,b] — E, entonces de
|f(@i) = fzio1) = f1(&)0(L)| < el(T).

» Si¢; € E, entonces &; = ay,, de

) = flain)] < 5
Como f’(an,;) = 0, tendremos
(@) = Flair) = FEED)] < 5
Por sumas telescopica
F0) = fla) = Y (@) = flaien) + Y (Flai) = flaia).
&EE &¢E
Entonces
0) - >—Z<f P*)
< Z |f(55z f(xi-1) |+ Z ’f z;) — f(wi-1) _f,(fi)g(li)’
el &¢E
€
< Z oni + Z el
&eklb &i¢E
gy
< T;O 27 +e€ IZIE(I'L)
= c(1+b—a)
U
Ejemplo 1.2.
1 Jy \Fd:c Sea f(z) = 2y/x es continua sobre [0,al. f'(z) = \}5 excepto en cero, definimos

f'(0) = 0. Por el teorema anterior, f’ es integrable
& y

/O“ \/1de - /Oaf' = f(a) — £(0) = 2v/a.
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xlnx—xz si x#0

2. [y Inzdx. Sea f(x) = { 0

. Es una funcién continua, pues por regla de

si =0
L’'Hospital
1i = i Inz —
ac—1>r(r)l+ f(.il?) LU—1>%1+ (l’ n .’IJ)
, Inx—1
= Ilim
r—04+ 1/.%'
1
= lim [z
r—0+ —1/3}2
= 1, —
=0
= f(0).

Ademés f'(z) = Inx salvo en cero, donde definimos f’(0) = 0.

Entonces por TFC, In x es integrable sobre [0, a] y

/alnxdx:f(a) — f(0)=alna—a
0

1
3. Ll1 ﬁdlﬂ Sea f(z) = arcsinz con z € [—1,1] es continua y f'(z) = Ninw para x €
] — 1,1[. Definamos f’(1) = f/(—1) = 0. Por el TFC entonces f’ es integrable y

/_Zﬂl_iﬂdm =/f—f -

= arcsin(l) — arcsin(—1) =7

11 . : : ]
4. [; —dz. La funcién continua correspondiente deberia ser de la forma
x

Inx si O0<z<1
f(@) = { ¢c st =0
Pero lim f(z) = —oo, luego no es posible hacer que sea continua. Luego es posible que no sea

z—0+
1
integrable. Si f'(z) = — con f'(0) = 0 es integrable sobre [0, 1], entonces existe un numero L tal
que, para € > 0 existe un § > 0 tal que para toda particién puntuada P*

(L) < 6(&) =Y (fiP) <e+]|L].

7 . T; + T 21 —1 .
Seaz; = —coni =0,...,n,§& = = 5 L - o Con ello obtenemos una particién
n n

puntuada P*. Para valores grandes de n ocurre ¢(I;) = o< 5(&;). Entonces

n
2 1
g n —<e+ |
n

— 2t — 1
=1

n
entonces la serie )
i=14t —

1 tendria que ser convergente, un absurdo.
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