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ARTICULO 3

LFormas Espaciales Geometria No-Euclidiana

Luis TORDOYA Lazd]

Restiimen

En el presente articulo, se caracteriza a las variedades Riemannianas completas con curvatura seccional constante que son
llamadas formas espaciales. Los espacios de curvatura seccional constante fueron importantes en el desarrollo histérico
de la Geometria Riemanniana, por sus relaciones con la Geometria no-euclidiana cuyos espacios son encontrados entre
las formas espaciales. Los casos particulares S™ (esfera), P™ (plano proyectivo) y H™ (plano hiperbdlico) son llamados
geometria esférica, eliptica e hiperbdlica respectivamente.

3.1 Introduccidon

N la historia existen evidencias de que la teoria de las paralelas causé un trastorno considerable a

los antiguos griegos. Euclides salvo la dificultad definiendo las paralelas como rectas coplanares

que no se cortan por mas que se prolonguen en uno u otro sentido, y adoptando como una suposicién
basica su famoso quinto postulado, o sea de las paralelas:

Si una recta que cae sobre dos rectas forma con ellas dngulos interiores del mismo lado cuya
suma sea menor que dos rectos, las dos rectas si se prolongan indefinidamente, se cortardn
del lado en que la suma de los dngulos sea menor que dos rectos.

De los muchos sustitutos para el quinto postulado de Euclides, quizé el mds popular es el que
hizo el fisico matematico escocés John Playfair (1748 — 1819).

Por un punto dado no situado sobre una rectas sélo puede trazarse otra paralela a ella.

Considerando que un postulado se supone que es una proposicién primitiva que se siente es
aceptable como inmediatamente verdadera con base en las propiedades sugeridas en las explicacio-
nes iniciales. Debe confesarse que el quinto postulado dificilmente satisface este requisito.

Lobachewsky en un bosquejo general de la geometria redacté en 1823, sobre el postulado de las
paralelas simplemente que “no se ha descubierto hasta ahora ninguna demostracién rigurosa de su verdad” .

Posteriormente Lobachewsky publicé en el Kazan Messenger correspondiente al afio 1829 un
articulo titulado “Sobre los principios de la Geometria”, que marca el nacimiento oficial de la geometria
no-euclidiana. En este articulo Lobachewsky se convirtié en el primer mateméatico que cubri6 la re-
volucionaria etapa de hacer ptiblica una geometria construida expresamente sobre una hipétesis que
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contradecia frontalmente el postulado euclideo del paralelismo: Por un punto C' exterior a una recta
AB puede trazarse mds de una recta contenida en el plano ABC'y que no corta a la recta AB.

Riemann (1826 — 1866) integrd a la geometria no-euclidiana al contexto matemaético, cuya tesis
doctoral conducia también al concepto de superficie de Riemann, anticipado asi en cierto modo la
parte que la topologia estaba destinada a jugar en el analisis.

Asi, las geometrias de Riemann eran no-euclidianas en un sentido mucho més general que el
caso de Lobachewsky, donde la cuestion esencial era simplemente la de cuantas paralelas se podian
trazar por un punto o una recta. Riemann consideraba que la geometria no deberia tratar ni siquiera
necesariamente de puntos o rectas o del espacio en el ambiente usual, sino de conjuntos de n—uplas
ordenadas que se pueden combinar de acuerdo con ciertas leyes.

Hoy utilizamos el nombre de “geometria Riemanniana” también en un sentido més restringido: el
de geometria plana que se obtiene de la hipétesis del dngulo obtuso de Saccheri, si abandonamos
ademas la infinidad de las rectas. Se puede construir un modelo de esta geometria interpretando
el “planogcomo la superficie de una esfera S™, cuya curvatura seccional K es constante e igual a 1,
y una “linea recta” como la circunferencia de un circulo méximo en dicha esfera, es decir circulos
maximos parametrizados proporcionalmente a la longitud de arco (geodésicas de S™ ). En este caso
la suma de los dngulos de un tridangulo es siempre mayor que dos dngulos rectos, mientras que en la
geometria de Lobachewsky y Bolyai (que corresponde a la hipétesis del dngulo agudo de Saccheri)
la suma de los dngulos es siempre menor que dos rectos. El modelo geométrico de Lobachewsky se
trata de la superficie engendrada al girar una tractriz alrededor de su asintota, superficie conocida
como “Pseudoesfera” debido a que tiene curvatura seccional K constante e igual a —1.

a>0
a=1

(@.0)

Figura 3.1: Tractriz al rededor de si asintota

Esta geometria se generaliza en el plano hiperbélico H" = (z1, ..., z,) € R" : z, > 0, con la métri-
ca

gij(.’ﬂl, ceey xn) = U/IL‘EL

Dado que el plano R" es una superficie de curvatura seccional K constante e igual a cero, puede
considerarse la geometria euclidea como un caso intermedio entre los dos tipos de geometria no-
euclidiana, la hiperbdlica y la eliptica.

Es posible la caracterizacion de las anteriores geometrias en el contexto de las variedades Rieman-
nianas completas y de curvatura seccional constante K (llamadas también formas espaciales). Para
tal efecto se requiere que una variedad Riemanniana debe cumplir algunas hipétesis centrales tales
como: completa, simplemente conexa, (propiedades globales) y de curvatura constante que es una
propiedad local. Ademads de una teoria relacionada con espacios recubridores regulares y espacios
cocientes. Concluyendo que una geometria no—euclidiana es una variedad Riemanniana completa
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M junto con un grupo transitivo de isometrias G (movimientos no—euclidianos) que satisfacen el
Axioma de Movilidad libre: Sean p, p € M, 71,72 segmentos geodésicos de M que comienzan en p
y forman un angulo a en p y 71, 72 segmentos geodésicos con origen en p y formando un angulo o
en p. Entonces existe g € G, con g(p) = p, 9(71) = 71, 9(72) = 2. Esto corresponde a la “igualdad de
tridngulos” en la geometria euclidiana, e implica evidentemente de que M tiene curvatura seccional
constante.

Finalmente, los espacios de la geometria no-euclidiana son encontrados en las formas espaciales.
Los casos S™ , P" (plano proyectivo) y H" son llamados geometria esférica, eliptica e hiperbélica
respectivamente.

El objetivo central del presente trabajo es la caracterizaciéon de las variedades Riemannianas com-
pletas y de curvatura seccional constante K, llamadas formas espaciales. Para tal efecto, considere-
mos la siguiente proposicion.

Proposicion 3.1. Sea M" una variedad Riemanniana completa y de curvatura seccional constante K. Enton-
ces el recubrimiento universal M de M. con la métrica del recubrimiento, es isométrico a:

1. H",sik = -1

2. R"sik=0

3. 8" sik=1
donde H" es el espacio hiperbélico H" = {(x1, 2, ...,xn) € R™ : x, > 0}con la métrica definida del siguiente
modo.

Sea X : U C R" — H™ un sistema de coordenadas en torno de p, con (z1,x2,...,x,) = q € X(u) y
0

81‘1'

0 0 i .
(q) = dX4(0,...,1,...,0), entonces <a—xl(q), a—xj(q)) = gij(x1, 22, ..., Tp) = x—g es la métrica en H".
Se puede demostrar que: las rectas perpendiculares al hiperplano z,, = 0y los circulos de H"
cuyos planos son perpendiculares al hiperplano z,, = 0 y cuyos centros estdn en este hiperplano son
las geodésicas en H".

Para n = 2 se tiene el plano de Lobatchevsky que corresponde a la geometria no-euclidiana con
la hipétesis del dngulo de Saccheri, y en la que la suma de los dngulos de un tridngulo es menor que
dos rectos.

Figura 3.2: Geometria del plano de Lobatchewsky

La proposicion anterior permite reducir la determinacién de todas las formas espaciales a un
problema de la teoria de grupos que se encuentra en el contexto de la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2. Sea M una variedad Riemanniana completa con curvatura seccional constante k (1,0, —1)
. Entonces M es isométrica a ]\ZI/F, donde Mes S™ (si k = 1),R"(si k = 0)o H" (si k = —1), Gamma es un
subgrupo del grupo de isometrias de M que opera de modo totalmente discontinua en M, y la métrica de M /T
es la inducida por el recubrimiento = : M — M /T
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Nota 1: La proposicién anterior implica el problema de determinar todos los subgrupos que ope-
ran de modo totalmente discontinuo del grupo de isometrias de cada uno de los modelos simplemen-
te conexos (5™, H",R").

Nota 2: En el desarrollo de los anteriores proposiciones se omitirdn algunos aspectos tedricos,
para su consulta se deja la bibliografia correspondiente.

3.2 Algunas definiciones y propiedades

Definicion 3.1. Un espacio X se dice que es simplemente conexo si es conexo por caminos y 7 (X, o)
es el grupo trivial (Un elemento) para algtin zp € X y, por tanto, para todo 2y € X. Con frecuencia
expresamos el hecho de que 7 (X, x¢) es el grupo trivial escribiendo 71 (X, z) = 0

Definicién 3.2. Una variedad Riemanniana M es (geodésicamente) completa si para todo p € M,
la aplicacién exponencial, exp,, esta definida para todo v € T,M, es decir, si las geodésicas 7(t) que
parten de p estdn definidas para todos los valores del pardmetro ¢ € R.

Definicién 3.3. Sea M y N variedades Riemannianas. Un difeomorfismo f : M — N ( f es una
biyeccion diferenciable con inverso diferenciable)se llama una isometria si:

(u,v)p = (dfp(u),dfp(v)) sy paratodo p € M,u,v € T,M (3.1)

Definicién 3.4. Sean M y N variedades Riemannianas. Sea U C M abierto: un difeomorfismo f :
U — f(U) C N que satisface (3.1) se llama una isometria local.

Teorema 3.3 (Hadamard). Sea M una variedad Riemanniana completa, simplemente conexa, con curvatura
seccional k(p,o) < 0, para todo p € M y todo o C T,M. Entonces M es difeomorfa a R", n = dimM; mds
precisamente, expy, : TyM — Mes un difeomorfismo.

Teorema 3.4 (E. Cartan). Sean M, M wvariedades Riemannianas, al que, dimM = dimM = n. Sean p €
M,p € M. Elegimos una isometria lineal

it Tp(M) — Tp(M).

Sea V' C M una vecindad normal de p tal que exppesta definida en i 0 exp, (V). Definimos f : V — M
por

flq) = expyoioexp,’(q), g€V

Para todo q € V existen una tinica geodésica normalizada ~ : [0,t] — Mcon v(0) = p, v(t) = q. Sea P, el
transporte paralelo a lo largo de -y de v(0) a o (t). Definimos

O+ Tp(M) — Ty (M)
por ¢(v) = 152 o P Y (v),v € T,(M) donde P es el transporte paralelo a lo largo de la geodésica normalizada

7 :[0,t] — M dada por 7(0) = p,7'(0) = i(7'(0)). Finalmente indicamos por Ry R las curvaturas de M y
M, respectivamente.

En estas condiciones el teorema de Cartan indica: Con las notaciones anteriores, si para todo
ge Vytodozyu,ve Ty(M) se tiene:

(R(x,y)u,v) = <R(¢t($)v b1(y))pe(w), pe(v))

entonces f : V — f(V) C M es una isometria local y dfy, = 1.
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Definicién 3.5. Un grupo G opera (a izquierda) en un conjunto M si existe una aplicacién
GxM-— M

(g,2) EGXM — greM

tal que ex = z, (g192)r = gi1(g2z), donde e es la identidad de G, € My g1,92 € G, Gopera
libremente (es decir, sin puntos fijos) en M si g, = x implica g = e. La 6rbita de x € M es el conjunto
Gy ={gr: g€ G} C M.Laacciéon de G es transitiva si Gz = M.

Nota 3.1 (A). M/G: conjunto de todos las 6rbitas = {Gz : © € M}, ademads existe una proyeccién natu-
ral m : M — M /G definida por w(z) = Gz. Cuando M tiene alguna estructura adicional (topolégica,
diferencial, etc.) es conveniente considerar G como un grupo de isomorfismos (homeomorfismo, di-
feomorfismos, etc.)

En este caso, la proyeccién 7 : M — M /G (M /G tiene la topologia cociente) es una aplicacién
de recubrimiento regular y G es el grupo de las transformaciones de recubrimiento.

Proposicién 3.5. Sea M un espacio de recubrimiento de una variedad Riemanniana M. Entonces es posible
dotar a M de una estructura Riemanniana tal que la aplicacion de recubrimiento m : M — M sea una
isometria local (esta métrica es llamada la métrica del recubrimiento). M es completa <= M es completa.

Nota 3.2 (B). Un espacio recubridor X de X se llama espacio recubridor universal o un recubrimiento
universal si X es simplemente conexo.

Lema 3.6. Sean f; : M — N, i = 1,2, dos isometrias locales de la variedad Riemanniana (conexa) M en la
variedad Riemanniana N. Supongamos que existe un punto p € M tal que f1(p) = fa(p) v (df1)p = (df2),.
Entonces f1 = fo

Nota 3.3 (C). Si f : M — N es un difeomorfismo y una isometria local para cada p € M, entonces f
es globalmente una isometria.
El reciproco no se cumple:

Ejemplo 3.1. el plano P de R3 es localmente isométrico al cilindro C = z? + y? = 1. Entonces Py C ni
siquiera son homeomorfos

4 : N
T
(: :J
I 5

- D

# Es Simplemente Conexo ¢ No Es Simplemente Conexo

-

Figura 3.3: Conexos

Teorema 3.7 (Gauss). La curvatura seccional k es invariante por isometrias locales. Mas precisamente, si
f:UC M — N es una isometria local, entonces para todo p € U, la curvatura de M en p es igual a la
curvatura de N en f(p)
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Demostracién. Demostracion de la Proposicién Como M es un recubrimiento universal de M,
entonces por (3.5) (A) y (3.7) M es una variedad Riemanniana completa , simplemente conexa y de
curvatura secciona constate k.

Veamos los casos (a), (b), dejando como ejercicio el caso (c). Denotemos por A tanto a R" como
H".Fijemos p €A, p € M y una isometria lineal

i Tp(M) — T(M).
Consideremos la aplicacién
f:expﬁoioexpgl AN— M
tal como se construyo la funcién f en la introduccién del Teorema de Cartan, por este teorema f es
una isometria local. Como A y M son completas con curvatura seccional < 0, entonces aplicando

(3.3)(teorema de Hadamard), entonces f es difeomorfismo, entonces por (Nota C) f es globalmente
una isometria. ]

Demostracion. Demostracion de Proposicion

= Consideremos el recubrimiento universal p : M — M y definamos en M la métrica del recu-
brimiento tal que p es una isometria local.

» Sea I' el grupo de las transformaciones del recubrimiento de p. Como M tiene estructura di-
ferenciable, entonces I' es un subgrupo del grupo de isometrias de M que opera de manera
totalmente discontinua en M (en realidad I" es un grupo de recubrimiento de p).

Sean 7,y € M; & ~ y <= dg € I' tal que g = g. Consideremos el cociente M /T'. Como I' opera
de manera totalmente discontinua en M, entonces

(i) podemos definir en M /T una estructura diferenciable tal que = : M — M/T es diferen-
ciable local

(I' es también recubrimiento, por que I' opera de manera totalmente discontinua en M).
(i7) Definimos en M /T la métrica inducida por 7 : M — M//T tal que 7 es isometria local.

= Como el recubrimiento p es regular, I' opera transitivamente sobre
pl(x);zeM

Sea #,jen M.Entonces'i = {gi: g} =M =T = {99:9€T}.Conz,ye p~!(x). Se tiene:

p(Z) = p(§) <= I'? = 'y <= 7(Z) = ny. Notemos que M /T = {I'z : ¥ € M}. Consideremos

Z,y € M, setiene: & ~ § <= Jg € I' tal que § = g. Luego las clases de equivalencias dadas
(

por: (a) P, con p aplicacién cociente, y (b) 7, son iguales. Entonces se induce una biyeccion
&M — M/T'talque m = op:
~ p
M—M
™ £
M/T

Como 7 y p son isometrias locales, entonces £ también es isometria local. Como £ es biyeccién,
entonces £ es una isometria.

O

Como una conclusion: Los espacios de la geometria no-euclidiana son encontrados entre las for-
mas espaciales. De ahi la importancia de la determinacién de las formas espaciales los casos S™, Py
H" son llamados geometria esférica, eliptica e hiperbdlica respectivamente.
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3.3 Conclusion y recomendaciones

NA de las conclusiones centrales del trabajo, es la caracterizaciéon Riemannianas de curvatura

constante. Como casos particulares S, P, H". Como consecuencia, una recomendacién cu-

rricular es la necesidad de implementar y desarrollar de manera integral las geometrias: esférica,
proyectiva e hiperbélica.

Referencias Bibliograficas

[1] Howard Heves Centro, Estudio de las Geometrias.

[2] Willian S. Mamey, Introduccién a la Topologia Algebraica, Regional Mexico 1969.
[3] M.P. Do Carmo, Geometria Riemanniana, IMPA Brasil, 1988.

16 Luis TORDOYA LAZO



	Formas Espaciales Geometría No-Euclidiana
	Introducción
	Algunas definiciones y propiedades
	Conclusion y recomendaciones


