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Resumen

Se proponen un conjunto de Axiomas, que generalizan los Axiomas de Incidencia de Hilbert con objetos en Dimensiones positivas y negativas,
a partir de Teoria de Conjuntos. Histéricamente la Geometria se ha basado en el punto, recta, plano y otros conceptos intuitivos basados en una
axiomadtica formalizada desde Euclides hasta Hilbert y Tarski. Por otra parte, el concepto de dimensién de un objeto geométrico ha sido el resultado de
las construcciones axiomaticas o algebraicas de la geometria. En el presente trabajo, inicialmente se construyen los “Z-espacios”, que son abstracciones
y generalizaciones de los objetos geométricos basicos, con base en relaciones ¢, = y u, brindando los resultados mas bdsicos de estas e incorporando
un primer axioma. Posteriormente se definen m y M que determinan relaciones entre dimensiones de los Z-espacios y se establecen los axiomas
mds importantes, tanto de incidencia como de unicidad, construyendo sobre ellos las funciones Ty |, que permiten construir nuevos elementos de
Z-espacios, con base en otros existentes, ademds de sus propiedades bésicas. Luego se realiza un ejemplo a modo de mostrar las construcciones
anteriormente definidas y estructuradas, construyendo los 8 axiomas de incidencia de Hilbert, con base en los Z-espacios, las relaciones #, =, u y los
operadores T, |,my M. Logrando el objetivo central del presente trabajo. Finalmente, se construyen las definiciones y axiomas de Paralelismo Fuerte,
que generan la Geometria Euclidiana y se incluyen propiedades adicionales que fueron desarrolladas en Talleres de Investigacién durante el afio 2017.
Se aclara que durante el afio 2018 existieron nuevos Talleres de Investigacion en la Carrera de Matemadtica, donde se realizaron varios complementos
y mejoras al presente trabajo, que serdn presentados en la siguiente edicién de la Revista Boliviana de Matemdtica.
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Introduccion otras aplicaciones concretas.

Agradeciendo al gentil lector por su interés en el presente tra-

bai 1d ol La cultura Griega hizo significativos avances en la Geometria®,
ajo, pasamos al desarrollo:

sobre todo con el monumental hito de Los Elementos de la Geo-
metria de Euclides aproximadamente en el afio 300 AC 2. En es-
ta obra se define por primera vez en la historia los conceptos de
punto, recta 'y plano. Esto significé a su vez un importante avance
en la abstraccidn a nivel de conceptos, ya que estos sirven para
dar fundamento a las figuras y los cuerpos. Sin embargo algunos
conceptos permanecian intuitivos como las congruencias, que un
punto estd entre otros dos puntos y otros.

La Geometria es una disciplina que se viene estudiando desde
hacen més de cinco mil afios, apareciendo originalmente en Babi-
lonia e India, en esa época se comenzaban a abstraer algunas ideas
basicas como tridngulos, longitudes, dreas, circulos y otros para
resolver problemas practicos como medicién de terrenos, cons-
truccidn, astronomia para mejorar los cultivos, etc. El proceso de
abstraccion era el siguiente: se hacian mediciones concretas, se
generalizaban estas mediciones, se construian propiedades en ba-

C ‘ . A finales del siglo XIX y principios del siglo XX, el genio de
se a estas generalizaciones y usaban las mismas propiedades en

David Hilbert formalizé los conceptos que habian quedado pen-

dientes desde la Grecia antigua, en su libro Grundlagen der Geo-
*Propuesta de Generalizacién de los Axiomas de Incidencia de Hilbert.
*I aalberdi @ gmail.com

% aalberdi@gmail.com (Andrés Alberdi)
! Agradezco a todos los participantes del Taller de Investigacion los aportes que
han realizado, para poder llegar a la presente versién del Documento

0Se aclara que todas las referencias a enlaces de paginas Web se datan al mes
de Mayo de 2017
Zhttp://www.claymath.org/euclids-elements
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metrie 3, que inici6 el tratamiento contemporaneo de la Geometria
Euclidiana y abrié diferentes ramas de la Geometria, muchas de
las cuales se siguen desarrollando hasta nuestros dias. Los con-
ceptos primitivos de esta axiomdtica son: punto, linea, plano, es-
ta entre, estd contenido y congruencia, cuyas propiedades estin
determinadas en su obra.

A mediados de los afios 1960, Alfred Tarski postulé una im-
portante axiomdtica de la Geometria * 3, que generalizaba aun
mas los conceptos de Hilbert y la dotaba de propiedades desea-
bles como ser una teoria de primer orden (la axiomatica de Hil-
bert es de segundo orden), ser decidible y ser completa (tomando
en cuenta los teoremas de Godel). Los conceptos primitivos en
esta axiomdtica son: punto, estar entre y congruencia, estas dos
dltimas relaciones se describen en su obra.

El estudio de los fundamentos de la Geometria es vasto, ya
que contiene elementos histéricos, elementos 16gicos, da pié a va-
rias dreas de la Matematica e inclusive linda con la filosofia, un
interesante estudio introductorio se puede ver en la Enciclopedia
de Filosofia de Stanford en linea °.

La motivacién fundamental para esta propuesta se origina en
una charla en el café de la Universidad Mayor de San Andrés
(UMSA) en 1990 con Efrain Cruz y Eduardo Palenque, donde
se converso sobre la posibilidad de la existencia de Dimensiones
Negativas. Luego se tuvo una exposicion en el Primer Congreso
Boliviano de Matemadtica en 1991 planteando esta idea y un Se-
minario Estudiantil sobre Dimensiones Negativas Intuitivas entre
1992-1993 para explorar aun mds estos conceptos. Luego de mu-
chas aproximaciones conceptuales, en Mayo de 2017 aparecieron
los primeros bosquejos de generalizacion y formalizacion de es-
tas ideas, que fueron consoliddndose hasta Octubre de 2017, mes
en el que se presentaron por primera vez en el XX Congreso Bo-
liviano de Matematica en ocasioén del quincuagésimo aniversario
de la fundacién de la Carrera de Matematica de la UMSA, asi
también se presentd la primera version del presente documento.

Conceptos a Generalizar

Los objetos primitivos o nociones primitivas de la Geometria
que se pretenden generalizar (entre otros) son los siguientes:

= Punto - Este concepto primitivo es el mds sencillo de en-
tender pero el mas dificil de generalizar, debido a que en
cualquier estudio se debe partir de algo, sobre todo en Ma-
tematica, donde se parte del natural 0, del conjunto vacio y
otros.

3http://www.gutenberg.org/files/17384/17384-pdf.pdf
4http://citesec:rx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?doi:10. 1.1.27.9012
5 The Bulletin of Symbolic Logic Volume 5, Number 2, June 1999
Ohttps://plato.stanford.edu/entries/epistemology-geometry/

= Espacio - Este concepto sobreentendido es el marco en el
cual se presentan las diferentes axiomaticas, es el campo de
accién o universo en el cual se opera.

= Estd contenido - Si aceptamos que los puntos son objetos
que tienen una relacién de pertenencia en el Espacio, esa
relacion es de contencidn: un punto estd contenido en un
espacio.

= Recta, Plano - En la axiomdtica de Hilbert se pueden ob-
servar estos conceptos primitivos, que sin embargo no son
nociones primitivas en la axiomatica de Tarski.

Desde un punto de vista clésico, la presente propuesta sola-
mente trata sobre los axiomas de incidencia en la axiomatica de
Hilbert 7, es decir, generalizar lo siguiente:

= Las nociones primitivas: Punto, Recta y Plano
= Larelacién primitiva “yace en”
= Los 8 axiomas de Incidencia

El resto de los Axiomas de Hilbert (Secciones II, III, IV y V)
pueden ser extendidos considerando los axiomas que se presentan
en presente documento.

En términos de Geometria Vectorial (Geometria desde el pun-
to de vista Vectorial)®, usualmente se consideran los siguientes
resultados:

= El Punto tiene cero dimensiones.

= La Recta tiene una dimension.

= El Plano tiene dos dimensiones.

= El Espacio (regular) tiene tres dimensiones.

= Se consideran espacios n-dimensionales con dimensiones
mayores a 3, que estdn fuera del estudio de la geometria
euclidiana.

De esta manera, se relacionan usualmente los nimeros natura-
lesN = {0, 1, ...} con las dimensiones de los conceptos geométri-
cos, clasificandolos de cierta manera a partir de N.

Intuitivamente, los conceptos fundamentales de este documen-
to serdn:

1. Z-Espacio: Generalizando los conceptos tradicionales de
los puntos, las rectas, los planos, los espacios, etc., aqui
se llamard Z-Espacio a cualquiera de estos conjuntos, asi
como a los espacios n-dimensionales y a otros objetos abs-
tractos que tendrian dimension negativa.

"Una version simplificada se
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_axioms
8N.V.Efimov, Geometria Superior Ed. Mir, Capitulo VII Sec 1

encuentra en:
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2. Funcion [ ]: Que seria como la funcién inversa de la “Di-
mension”.
3. Relacion t:Generalizando la relacion primitiva “yace en”, a

partir de una relacién binaria entre elementos de Z-Espacios.

4. Relacion =: Contextualiza la igualdad de elementos de Z-
espacios.
. Relacion u:Generaliza la relacion 7.

. Relaciones 1, |: Generalizan el concepto de “Incidencia”.
. Relacion p: Generaliza el concepto de “Paralelismo”.

00 3 N

En términos formales, conforme las definiciones y axiomas
que se plantean, el principal dbice para hacer una analogia de
la construccion que se hace en el presente trabajo con la geo-
metria analitica cldsica, seria la axiomaética de la teoria de con-
juntos tradicional, que impide las construcciones infinitas de la
forma Vi € N : A,y € A;, debido al Axioma de regularidad °, que
establece:

A#0 - A0 eAAMY)ex—ygA)

Sin embargo, “es posible construir sistemas de teoria de con-
juntos que contradigan este axioma” "', como ejemplo se tiene
el sistema de ontologia de Lesniewski y el sistema de Quine. Por
otro lado, al estructurar la demostracién de la consistencia del
Axioma de Eleccién y de la Hipétesis del Continuo con los Axio-
mas de la teoria de conjuntos, K.Gddel indica que “el Axioma de
Regularidad no es indispensable pero simplifica el trabajo” '2.

Reforzando estos conceptos, sobre el tema de teorfas axiométi-
cas alternativas de conjuntos, existe un articulo extenso, con mu-
chas referencias y bibliografia en la Enciclopedia de Filosofia de
Stanford en linea 3. En el mismo se puede encontrar el Axioma
Anti-Fundacional (Anti-Foundation Axiom - AFA), una de cuyas
equivalencias establece:

Todo grafo tiene una tnica decoracién.'* 1

Para comprender este axioma alternativo se requiere desarrollar
teoria de Grafos, que no es necesaria para el presente documento.

9P.Suppes, Teoria Axiomdtica de Conjuntos, Ed Norma, pp. 34-35

105in embargo, se observa que en el presente trabajo no se utiliza la relacién €
para relacionar dos elementos de los Z-espacios.

1 Extraido textualmente de P.Suppes, Teoria Axiomatica de Conjuntos, Ed Nor-
ma, pag 36

2Extraido textualmente de K.Godel, Obras Completas, Ed. Alianza Universi-
dad, pag 237 y 238

13https://plato.stanford.edu/entries/nonwellfounded-set-the:ory/

14Como se puede apreciar en el punto 2.3 de la cita 12

15Un “Grafo”es un par (G, f), donde f es una relacién en G.
Una “decoracién”de un grafo es una funcién d con dominio G tal que d(g) =

{d(h) = (g, 1) € f}.

. m, M: Permiten relacionar elementos de diferentes Z-espacios.

15Dependiendo del contexto,

Evitando el dbice previamente mencionado, en el presente tra-
bajo, en lugar de la pertenencia regular € entre elementos de Z-
espacios, se usa la definicién de relacion t con propiedades par-
ticulares descritas mas adelante, evitando asi el uso de sistemas
axiomaticos alternativos como aquellos que incluyan AFA.

En el presente documento se utilizardn como base los concep-
tos y notaciones tradicionales siguientes:

» De Logica Matemitica de primer orden como: VY, d,=, &
VAWAY

» De Teorfa de Conjuntos como: | J, X, €, ¢,c, =10, = 17

= Del grupo igualitario ordenado (Z, +), con =, +, —, producto, <

>, <, £, ete.

1. Z-Espacios

En esta seccidn se planteardn los conceptos basicos del docu-
mento que son los Z-espacios y la relacion ¢ entre elementos de
Z-espacios consecutivos, con sus propiedades D1 y D2, més los
operadores t* y t., ademds de algunas observaciones y resultados
iniciales que serdn de utilidad para las siguientes secciones.

Sea (Z, +) el grupo de enteros con la suma usual:

Para cada x € Z tomamos un conjunto no vacio, denotado [x],
tal que:
Para todos x,y € Z 18 tenemos que x =y & [x] = [y]

Es decir, tomamos una funcién inyectiva:
[1:Z — Conj— {2}
X — [x]

Llamamos Z-Espacios o solo Espacios a los conjuntos no
vacios [x]

Para cada x € Z tomamos en cuenta los conjuntos [x] X [x+ 1].

Denominamos a 1" = |J,ez[x] “El conglomerado”.

Definicién 1.
Sea t, C [x] X [x + 1] una relacion
formamos el conjunto ¢ tal que (A, B) € ¢ siy solo si

20

“w_».

podrd ser igualdad de conjuntos o igualdad de
enteros.

"Dependiendo del contexto,
de enteros.

18Se denota asi cuando x € Zy y € Z

19Esta definicién fue ajustada gracias al aporte de Helder Lopez y Marcos Ca-
nedo.

20Se observa que esta relacion #, se define conforme los puntos D1 y D2 mds
abajo.

“w_»

podré ser diferencia de conjuntos o diferencia
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(AxeZ)Ac[x]ABe[x+1]AAB) et
que cumplan®':
D1 (Vx € Z)(VB € [x])3A € [x + 11)AC € [x — 11)(CiB A BiA)
D2 (Vx € Z)(VB € [x])AA’ € [x+1])AC’ € [x—11)(C'tBABIA")

De ahora en adelante tomaremos la relacion ¢ y los conjuntos
[x] tal que cumplan D1 y D2, conforme lo sefialado previamente.

Cuando ocurra que (A, B) € t denotaremos A¢B y cuando ocu-
rra que (A, B) ¢ t denotaremos A¢B.

Vemos que 1 = ez, fr € Uyez(Ix] X [x + 11).

Asimismo, t C T X T’ es una relacién, ya que (Vx € Z)([x] C
7).

Observaciones y Comentarios

Con las definiciones mencionadas, se puede observar lo si-
guiente, con x,y € Z, A € [x], B € [y]:

Obs 1.1 Elconjunto £, = [x] X [x+ 1] ={(X, V) : X e [x] AY €
[x + 1]} esté bien definido y no es vacio porque ninguno de
los conjuntos [x] es vacio.

Obs 1.2 Si A, B € Im([]), AtB solamente estd definida si [B]~! =
[A]7'+1.2

Obs 1.3 Es contradictorio que A7B y BtA, simultdneamente,
pues en ese caso tendriamos que x = x + 1 en Z.

Obs 1.4 Lafuncién [ ] : Z — Im([ ]) es biyectiva
y podemos definir [ ]7'(4) = [A]"! = x.

Obs 1.5 A e [[A]']y x = [[x]]"!

Obs 1.6 Es importante observar que los puntos D1 y D2 de la
definicién 1 describen cdmo estin escogidos los conjuntos
[x], no solamente como esta definida la relacion .

Obs 1.7 Se puede entender la funcién [17! como la “Dimensién”
del Z-espacio [x].

Obs 1.8 Se puede entender la relaciéon AzB como “A estd total-
mente en B, como podremos observar mds adelante.

21ge observa que ¢ restringido a [x] x [x + 1] coincide con t (f|[x)x[x+1] = x)
directamente de la definicién de .
22Tomando en cuenta que la funcién [ ] es inyectiva.

Propiedades

A continuacién algunos resultados, con base en las definicio-
nes sefialadas:

Proposicion 1. Para todo x € Z, existen A, B € [x], que no son
iguales A # B. %3

Demostracion. Sea x € 7 entonces existe A € [x] ya que [x] # &.
Existe C € [x + 1], AtC por D1 y ademds existe B € [x], BtC por

D2 (ambos en la pagina 35).
Sin embargo, los elementos A, B € [x] no pueden ser iguales ya
que AtC, BtC.

Por tanto existen al menos dos elementos que no son iguales en
cada conjunto [x], A # B. O

Proposicion 2. Para todos x,y € Z, tal que x <y, dado A € [x]
tenemos que:

existe B € [yl y existe I = {x,x+ 1,...,y — 1,y} tal que (Vi €
@AD; € [i]) donde Dy = B, D, = Ayi#y=> (DitDi11). **

Demostracion. Sean x,y € Z tales que x < yy sea A € [x], usa-
remos induccidn.

Si y = x + 1 aplicando D1?° a A tenemos que: (AD,,; €
[x + 1])(AtD.1)
entonces I = {x,x + 1} donde B= D, y D, = A.

En general, si existe I = {x,x+ 1,...,y — 1} tal que
VieD@D; e[il)donde D, =Ay(i#y—1)= (DitDiy1)
Aplicamos D1 a D,_; obteniendo la existencia de D, € [y] tal que
Dy—l tDy
Asi obtenemos un conjunto / = {x,x+1,...
DH@AD; € [i])
que cumple i #y = (D;jtD;y1).

Llamamos B = Dy y sabemos que A = D;. O

,y—1,y} donde (Vi €

Proposicion 3. Para todos x,z € Z, tal que x > z, dado A € [x]
tenemos que:

existe C € [z] y existe I = {z,z+ 1,...,x — 1,x} tal que (Vi €
D@AE; € lil)donde E, = C, Ex =Ayi# x = (EjtEi).

Demostracion. Sean x,z € Z tales que x > zy sea A € [x], usare-
mos induccion.

Si z = x — 1 aplicando D1%% a A tenemos que: (IE,_; €
[x = 1D(Ex-17A)
entonces [ = {x — 1,x} donde C = D,_; y D, = A.

23Se refiere a la igualdad como elementos de un conjunto.
24Este tipo de construccién sera muy importante més adelante.
25En la pagina 35

26En la pagina 35
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En general, siexiste / = {z—1,z—-2,...,x— 1, x} tal que
Vie DAE; € [i])donde Ex = Ay (i # x) = (EjtE;y1)
Aplicamos D1 a E,_; obteniendo la existencia de E, € [z] tal que
EtD,

Asf obtenemos un conjunto I = {z,z—1,...
D@AE; € [i])

que cumple i # x = (EjtE ).

Llamamos C = E, y sabemos que A = E,. [

,x—1, x} donde (Vi €

Operadores t, y t*:

Definicion 2. Sea x € Z y A € [x], definimos los conjuntos:
"(A) ={Be€[x+1]:AtB}
t.(A) ={C e [x—1]: CtA}

Si tomamos x € Z y A € [x], se observa lo siguiente:
Obs 1.9 r*(A) # @y t.(A) # @ por DI (péagina 35).
Obs 1.10 1" (A) C [x + 1]y t.(A) C [x — 1] por definicién 2.

Obs 1.11 [x+1]-t(A) # Dy [x—1]-1.(A) # & por D2 (pagina
35).

Obs 1.12 A € *(B) solo tiene sentido si [A]™' = [B]"! + 1.77
Obs 1.13 A € t,(B) solo tiene sentido si [A]™! = [B]™' - 1.

Obs 1.14 A € t*(B) si y solamente si BtA si y solamente si B €
t.(A) porlas Obs 1.2, 1.12y 1.13.

2. Congruencia

En esta seccion se brindard la relacién de equivalencia = y
las relaciones < y >, que permiten comparar dos elementos de un
Z-espacio, junto con algunas observaciones y propiedades impor-
tantes, ademds de plantear el primer Axioma.

Sea x € Z:

Definicion 3. Sean A, A’ € [x] se denota A < A’ y se dice que A
es semicongruente a A’ si (VB € [x — 1])(BtA = BtA’)

Definicion 4. Sean A, A’ € [x] se denota A = A’ y se dice que A
y A’ son congruentes o coinciden si (VB € [x — 1])(BtA & BtA’)

Axioma 1 (Ax1). Sean A,B € [x] y C € [x + 1] 28 entonces
(BtC ANA < B) = AtC.

27Se han corregido varios de estos puntos, gracias a las observaciones de Mar-
cos Canedo.
2Esto equivale a [A]™! = [B]™! y [C]7! = [A]7! + 1

Observaciones y Comentarios

Si x € Z, tenemos:

Obs 2.1 Si A, B € [x] entonces, usando las definiciones previas,
se obtiene inmediatamente: A= B (A< B)A (B< A%

Obs 2.2 Si A, B € [x], se denota también B > A cuando A < B.

Obs 2.3 En el resto del documento se usara sobre todo la relacion
=, no tanto las relaciones <y >.

Obs 2.4 Las relaciones A = B, A > By A < B solamente estin
definidas si existe x € Z y A, B € [x], lo que equivale a
[A]! = [B]".

Obs 2.5 De la definicion 4 se tiene inmediatamente que A = B
equivale a B = A.

Obs 2.6 Por Ax1,siA,B e [x]yC € [x+ 1] se tiene:
t.(A) c t.(B) y B € t.(C) implican A € t.(C).

Obs 2.7 SiA,B € [x],setieneque A = B & t.(A) = t.(B), por la
definicion 4.

Obs 2.8 Si A, B € [x], setiene que A < B & 1,(A) C t.(B), por la
definicion 3.

Propiedades
Si x € Z, se tienen los siguientes resultados:

Proposicion 4.
a) Sean A, B € [x]y C € [x+ 1], entonces: (BtC AN A = B) = AtC.
b) Para todo x € 7, existen A, B € [x] tales que A 2 B.

Demostracion.

a) SeanA,Be[x]yCe[x+1]
SiBtCy A = B, entonces A < By B < A, como se indicé en Obs
2.1.
Asi tenemos BtC y A < B por tanto, aplicando Ax1, tenemos que
AtC.

b) Six € Z, supongamos que (YA, B € [x])(A = B)
Sea C € [x + 1], entonces por D1 y D2 existen A’, B’ € [x] tales
que A’tC, B'tC
Asi B'tC y como A’ = B por la hipétesis (1), entonces B’tC por la
Proposicion 4.a., lo que es contradictorio.
Por tanto existen A, B € [x] tales que A 2 B. O

Proposicion 5. La relacion = es de equivalencia.

Demostracion. Sean A, B, C € [x]

a) (VD € [x — 1])(DtA & DtA) por tanto, por la Definicién 4,
A=A

2 Que puede ser usado de manera equivalente como definicién de =.
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b) Porla Obs 2.5

c) Sean A = By B = C, tomemos D € [x — 1]
entonces (DfA < DtB) A (DtB < DrC) por tanto DtA < DtC.
Asi: (VD € [x — 1])(DtA & DtC) de donde A = C. O

Proposicion 6. La relacion < es de orden respecto a =.

Demostracion. Sean A, B, C € [x]
a) (VD € [x— 1])(DtA = DtA) por tanto A < A.

b) Sean A < By B < A, entonces A = B como se indicé en Obs
2.1.

c¢) Sean A < By B < C,tomemos D € [x — 1]
entonces (DftA = DtB) A (DtB = DtC), por tanto DtA = DrtC.
Asi: (VD € [x — 1])(DtA = DtC) de donde A < C. O

Proposicion 7. La relacion = es compatible con la relacion t por
ambos lados.

Demostracion. Sean A,B € [x] yC,D € [x— 1] talesque A = B
yC=D

a) Si suponemos que CtA entonces DtA por la Proposicion 4.a.
Como DtA entonces DtB por la definicion de =.

b) Si suponemos que DtB entonces CtA por simetria de =, usando
el mismo procedimiento de la Proposicién 7.a. O

3. Relaciones y operadores u

En esta seccion se definird la “relacién”u, que permite vin-
cular dos elementos de cualquier Z-espacio, ademas definir los
operadores unarios u* y u., junto con algunas de las propiedades
y observaciones importantes de u.

Sean x,y € Z:

Definicion 5. *° Si A € [x], B € [y] tales que x < y definimos
la relacion binaria u,, C [x] X [y], donde (A, B) € u,, siempre y
cuando se cumpla:

Viefx,...,yD@D; e [(NDx 2 AADy =2 BA((x <) A( #
y) = (DitDi11)))

Formamos el conjunto u tal que (A, B) € u si y solo si
Ax e Z) 3y e Z)(A € [x] ABe [yl A(A,B) € uyy)

Denotamos AuB en lugar de (A, B) € u 31

30Esta definicién fue ajustada gracias al aporte de Marcos Canedo.
31De manera similar a ¢

Observaciones y Comentarios

Si x € Z, tenemos:

Obs 3.1 Larelacion AuB conforme la definicion 5 solamente tie-
ne sentido si existen x,y € Z, A € [x], B € [y] tales que
x <y, lo que equivale a [A1! <[B!

Obs 3.2 Larelacion u surge naturalmente de la necesidad de con-
tar con una extension de la relacion ¢, conforme las Propo-
siciones 2 y 3.

Obs 3.3 En la definicién de u (Definicién 5), a diferencia de las
proposiciones 2 y 3 que incluyen solamente la relacioén ¢,
observamos que se ha incluido la relacién = por consisten-
cia de notacién, ya que A = A.

Obs 3.4 Por otra parte, se ha incluido en esta relacién « la posibi-
lidad de que x = y, que no podia existir en las proposiciones
2 y 3 por la restriccion indicada en Obs 1.2.

Propiedades

Si x,y,z € Z, tales que z < x < y se tienen las siguientes
proposiciones:

Proposicion 8. Si A € [x] y B € [y] entonces:
a) AtB = AuB 3

b)A =B = AuB
c)Si(x=yANAuB) > A =B

d) Si AuB y BuA entonces A = B

Demostracion. Sean A € [x]y B € [y]

a) Si AtBentonces y = x + 1 por Obs 1.2, asi:
(Vi € {x,y)(AD; € [i])(AtDy), donde D, = Ay B = D,. (debido a
que A = A)
Por tanto AuB.

b) Si A = Bentonces x =y por Obs 2.4, por tanto x £ y y:
(Vie{x)h@@AD, e [x])(B= D, = A),debidoaque A = A
Por tanto AuB.

¢) Si AuB entonces
Vielx,...,yD@AD; € [iN(D, =AAD, = BA((x <Y AG#
y) = (DitDi11)))
Si consideramos x =y, entonces: (D, € [x]) (D, = A A D, = B)
Por la Proposicion 5, tenemos que A = B

d) Si AuBy BuA entonces x <yyy < xpor Obs 3.1, asi x =y
Por tanto A = B, por la Proposicién 8.c. O

Proposicion 9. Sean A,Be [x]C € [z]yD € [ylconz < x <y,
entonces:

a) (AuD AN A = B) = BuD.

b) (CuA NA = B) = CuB.

32Esto implica que # C u
3Siy=x+1entonces AtB & AuB Gt =u
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Demostracion. Sean A,B e [x]C e [z]yD € [y]lconz < x <Yy,
tenemos:

a) Si (AuD A A = B) entonces:
Vief{x,...,.yDAE; e (NE: 2 ANE, =DA((x <y)A( #
y) = (EitEi+1)))
Como A = Bentonces E, = By asi BuD.

b) Si (CuA A A = B) entonces:

Vielz,...,x)@AD; e [i(N(D, = CAD, =2AAN((z<x)AN({ %
x) = (DitDj+1)))
Como A = Bentonces D, = By asi CuB. O

Proposicion 10. La relacion u es de orden respecto de =.

Demostracion. Si A € [x], B € [y]y C € [z], entonces:
a) A = A por tanto AuA por Proposicién 8.b.

b) Si AuB A BuA entonces x <y A x >y por tanto x = y por Obs
3.1
Como AuB, por tanto A = B, por la Proposicién 8.c.

c) SiC € [z],A € [x], B € [y] tales que CuA A AuB entonces:

Vielz,...,x)@D; e iIND, =CAD, =AA((x <y)AG#
y) = (DitDi11)))
(Vjelx,....yDAE; € [/INEx =AANE, = BA((x <y)A(j #

y) = (EjtEj1)))

Sea F tal que:

Vie{z,...,x— 1})(k = i) y definimos F} como D;
Vje{x+1,...,yDk = j) y definimos Fj como E;

Se puede ver que D, = A = E, por la Proposicién 5 de la pagina
39, asi definimos F', como A, por tanto:

Vkefz,....yDAFy e [k)F, 2 CAFy, =2 BA(z<y)A(k #
y) = (FitFii1))
En consecuencia CuB. O

Proposicion 11. Si A € [x] entonces:
a) (AB € [y])(AuB), donde x < y.
b) (AC € [z])(CuA), donde z < x.

Demostracion. Sea A € [x]s:

a) Supongamos x = y entonces existe A € [y] tal que AuA.
Supongamos x < y, por Proposicién 2, existe B € [y] tal que
(Vi € {x,...,yDAD; € [i]) donde D, es B, D, es Ayi # y =
(DitDiy1)
ComoDy=BAD,=Ay(x<yAi#y) = (DitDi), se tiene
que AuB.

b) Supongamos z = x entonces existe A € [z] tal que AuA.
Supongamos z < x, por Proposicién 3, existe C € [7] tal que

Vi € {z,...,x)@AD; € [i]) donde Dy es A, D, esCyi # x =
(DitD;y1)

Como D, =2=AAD, =2Cy(z<xANi#x)= (DitDy), se tiene
que CuA. O

Proposicion 12. La relacion = es compatible con la relacion u
por ambos lados.

Demostracion. Sean A,B € [x] yC,D € [x— 1] talesque A = B
yC=D

Si suponemos que CuA entonces DuA por la Proposicién 9.a., ya
queC =D

Si DuA entonces DuB por la Proposicién 9.b., yaque A = B

Por tanto DuB. O

Operadores u* y u,.:

Definicion 6. Sea x,y,z € Z,conz < x < yy A € [x], definimos
los conjuntos:

u*(A), = {B €[yl : AuB}

u.(A), = {C € [z] : CuA}

Si tomamos x,y,z € Z,conz < x <yy A € [x], se observa lo
siguiente:

Obs 3.5 u*(A), # @ por Proposicion 11.a 'y
u.(A), # @ por Proposicién 11.b.

Obs 3.6 u*(A), C [y]y u.(A); C [z] por definicién 6.

4. Axiomas de incidencia

En esta seccién se extendera la definicion de los operadores
binarios u* y u,, ademas de los operadores m y M, que permi-
tirdn construcciones mds avanzadas de elementos de Z-espacios,
como se reflejan en las varias observaciones y propiedades. Asi-
mismo se plantean los dos Axiomas de incidencia, nombrados as{
porque permiten determinar las modalidades de incidencia de dos
elementos de Z-espacios cualquiera.

Sean x,y,z,w € Z tales que 7 < {x,y} < w '%:

Definicion 7. Sean A € [x] y B € [y], definimos los conjuntos
siguientes '%:

u*(A, B),, ={C € [w] : AuC A BuC}

u.(A,B), ={D € [z] : DuA A DuB}.

Definicion 8. Sean A € [x] y B € [y], definimos los enteros si-
guientes:

M(A, B) = min{w € Z : u*(A, B),, # 0}

m(A, B) = max{z € Z : u.(A,B), # 0} .

Axioma 2 (Ax2). Si A € [x]y B € [y], con x <y entonces:
a)?® Si Am(A, B) entonces M(A, B) = x +y — m(a, b)
b)?' Si Am(A, B) entonces M(A, B) = y+ 1.

8 Denotando asi que z es menor o igual que x y que y, y que w es mayor o igual
que xy que y

19Se aclara que, la generalizacién de la presente definicién al caso de una
cantidad mayor a 2 Z-espacios, presenta problemas mas complejos, que se tra-
tan en la “Teoria de la Incidencia ”o “Incidence Geometry ”, como referencia
https://en.wikipedia.org/wiki/Incidence_geometry

20Exactamente esta igualdad se encuentra como un resultado (no generalizado)
en el libro Algebra Geométrica de E.Artin teorema 1.4.

2lEsta igualdad se puede deducir facilmente del teorema 1.3 del libro Algebra
Geométrica de E.Artin.
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Observaciones y Comentarios

Six,y,z,w € Ztalesque z < {x,y} <wconA € [x]y Be[y],
tenemos:

Obs 4.1 El conjunto u*(A, B),, solo tiene sentido si se cumple que
Ae[x]yBel[yl,con{x,y} <w

Obs 4.2 El conjunto u.(A, B), solo tiene sentido si se cumple que
A€ [x]y B € [y], conz < {x,y}

Obs 4.3 u*(A, B),, C [w]y u.(A, B), C [2]

Obs 4.4 M(A, B),m(A, B) € Z en caso que existan.
M(A, B) siempre existe por Ax2.ay Ax2.b.

Obs 4.5 Si existe m(A, B), entonces m(A, B) < {x,y} < M(A, B)
pues m(A, B) se elige entre los z € Z tal que z < {x,y}y
M(A, B) se elige entre los w € Z tal que {x,y} < w.

Obs 4.6 Si x = y entonces m(A,B) < x < M(A, B) por la Obs
4.5.

Obs 4.7 Si A = B entonces m(A, B) = x = M(A, B) por la Propo-
sicién 9 y Definicién 8.

Obs 4.8 Si A = Bentonces x =y
¥Yw = x)(u*(A, B),, = u*(A),) y
(Vz < 0)(u(A, B); = u.(A),).

Obs 4.9 Si ArBentoncesy = x+ 1,m(A,B) = x <y = M(A,B)
por la Obs 4.5.

Obs 4.10 Si AuB entonces m(A,B) = x <y = M(A, B) por la
Obs 4.5 y 1a Obs 3.1.

Obs 4.11 Si A, B € [x] y A 2 Bentonces M(A, B) > x por Ax2.
Si Am(A, B) tal que A 2 B entonces m(A, B) < x (Pues
M=2x-—m>x=x—m>0).

Obs 4.12 Si A € [x] y B € [y], se tiene que m(A, B) = m(B,A) y
que
M(A, B) = M(B, A) directamente de la definicién 8.

Propiedades
Si x,y € Z, se tienen las siguientes proposiciones:

Proposicion 13. Si A € [x] y B € [y] se tiene que :

a) Si Am(A, B) entonces (AD € [m(A, B)])(DuA A DuB)
b) (AC € [M(A, B)])(AuC A BuC)

¢) Si (Az € Z)(AD € [z])(DuA A DuB), entonces Am(A, B)

Demostracion. Si A € [x] y B € [y] tenemos:

a) Si dm(A, B) entonces existe max{z € Z : u.(A,B), # 0} por
Definicién 8.
Por tanto u.(A, B)yu,p # 0, con u.(A, B)uap C [m(A, B)] por
Obs 4.3
Asi 3D € [m(A, B))(D € (A, B)ia)
Por tanto (AD € [m(A, B)])(DuA A DuB) por Definicién 7.

b) Por Ax2 AM(A, B)
entonces existe min{w € Z : u*(A, B),, # 0} por Definicién 8
Por tanto u*(A, B)ama.p) # 0, con u*(A, B)ayw.p C [M(A, B)] por
Obs 4.3
Asi (AC € [M(A, B)))(C € u* (A, B)ma.p)
Por tanto (AC € [M(A, B)])(AuC A BuC) por Definicién 7.

¢) Si (Az € Z)@AD € [z])(DuA A DuB), entonces
(3D € [z])(D € u.(A, B),), asi u*(A, B), # 0 por Definicién 7.
Luego {w € Z : u.(A, B),, # 0} # 0, donde (Yw € Z)(w < {x,y})
por Obs 4.2
Siempre se puede tomar el maximo de un subconjunto no vacio
de Z acotado superiormente, por consiguiente existe max{w € Z :
u(A, B),, # 0}
Por tanto dm(A, B) por Definicién 8. O

Proposicion 14. Si A, B € [x] y Am(A, B) con m(A, B) = x enton-
ces A= B2,

Demostracion. Si A, B € [x] y Am(A, B), con m(A, B) = x
Por tanto (AD € [x])(DuAADuB), sin embargo, por la Proposicién
8.c,tenemos que D = Ay D = B, por tanto A = B. O

Proposicion 15. Si A € [x], B € [y] con AuB y ademds z € 7 tal
que C € [7] con z = {x,y} tenemos que:

a)Si existe m(A, C), entonces existe m(B,C) y m(A,C) < m(B,C)
b)M(A,C) < M(B,C)

Demostracion. Sean A € [x], B € [y] y AuB, ademds z € Z tal
que C € [z] con z > {x, ¥}

a) Si existe m(A, C) entonces (AD € [m(A, C)])(DuA A DuC) y
como AuB, se sigue que DuB por Proposicién 10.c
Ast: (AD € [m(A, O))(DuB A DuC), luego D € u.(B, C)ma.c)
Por definicién 8 de m(B, C) y como u.(B, C)yac) # 0,
se sigue que m(A, C) < m(B, C).

b) (AE € [M(B, C)])(BuE A CuE) por la Obs 4.4
como AuB, se sigue que AuE por Proposicién 10.c
Asi: (AE € [M(B, O))(AuE A CuE), luego E € u*(A, C)M(B,C)
Por definicién 8 de M(A, C) y como u*(A, C)us,c) # 0,
se sigue que M(A,C) < M(B,C). O

Proposicion 16. Si A, B € [x], con A = By sea cualquier 7 € 7
tal que C € [z] tenemos:

a) m(A,C) = m(B, C) si existen

b) M(A,C) = M(B,C)

Demostracion. Sean A, B € [x], con A = B, ademas sea z € Z tal
que C € [z]

a) Seaw = min{x, z} entonces
My e Z,y <w)¥D € [y])(DuA < DuB), aplicando dos veces la
Proposicién 9.b.
Luego (Yy € Z,y < w)(u.(A, C), = u.(B, C),) por Definicién 7.

22De donde A % B = m(A, B) < x
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Asi, tenemos que u.(A, C),, u.(B, C), son ambos vacios o ninguno
es vacio, de donde, por la Definicién 8 se cumple solo una de las
siguientes afirmaciones:

1) Am(A, C))(@m(B, C))(m(A, C) = m(B, C))

i) (Am(A, C)) A (Fm(B, C))

b) Sea w = max{x, z} entonces
My e Z,y 2 w)(VE € [y]))(AuE & BuE), aplicando dos veces la
Proposicién 9.a.
Luego (Yy € Z,y > w)(u*(A, C), = u*(B, C),) por Definicion 7.
Por la Definicion 8 tenemos M(A, C) = M(B,C). O

5. Axiomas de unicidad

En la presente seccion se postulan los dos axiomas de uni-
cidad que permiten un comportamiento regular y esperado en el
conglomerado de los Z-espacios, limitando la incidencia a ele-
mentos definidos de Z-espacios y permitiendo la definicién de los
operadores Ty |, junto con varias propiedades y observaciones.

Sean x,y,z € Z:

Axioma 3 (Ax3). Sean A € [x], B € [y]-

a) Si Am(A, B) entonces se cumple:
AD € [m(A,B)])(VC € [z])(CuA A CuB = CuD) donde 7 <
m(A, B)

b) (AE € [M(A, B)]))(YC € [z])(AuCABuC = EuC) donde M(A, B) <

Z

Proposicion 17. Sean A € [x] y B € [y], considerando la termi-
nologia de Ax3:

a) Si Am(A, B), con (AD’ € [m(A, B)])(D'uA A D’'uB) entonces
D=D

b) Si (AE’ € [M(A, B)])(AuE’ A BuE'’) entonces E = E’

Demostracion. Sean A € [x]y B € [y], considerando la termino-
logia de Ax3:

a) Supongamos Im(A, B), si (AD’ € [m(A, B)])(D'uA A D’'uB)
Aplicando Ax3.a y como m(A, B) < m(A, B), entonces tenemos
D’'uD
Por tanto D = D’ por la Proposicién 8.c ya que [D’]™! = [D]!

b) Supongamos (AE’ € [M(A, B)])(AuE’ A BuE")

Aplicando Ax3.b y como M(A, B) < M(A, B), entonces tenemos
Eufr’
Por tanto E = E’ por la Proposicién 8.cyaque [E']™' = [E]”' O

Definicion 9. Sean A € [x], B € [y]:

a) Sidm(A, B), por Ax 3.ay Proposicion 17.a, existe un unico D €
[m(A, B)] tal que DuA A DuB. Denominamos A | B a este tinico
D3,

348e aclara que es tinico salvo =-equivalencia

b) Por Ax 3.b y Proposicién 17.b, existe un tnico E € [M(A, B)]
tal que AuE A BuE. Denominamos A T B a este tinico E *°.

Observaciones y Comentarios

Si A € [x], B € [y], tenemos:

Obs 5.1 Los conjuntos cociente (u.(A, B)ma,)/ =y W (A, B)ua,p)/ =
tienen cardinalidad 1 por Proposicién 17.a.y 17.b. 3¢

Obs 5.2 Por Obs 4.4 siempre existe M(A, B), por tanto Ax.3.b 'y
A T B estan bien definidas.

Obs 5.3 A 7 B tiene sentido solamente si (dx,y € Z)(A € [x] A
B e [y).

Obs 5.4 A | B tiene sentido solamente si (dx,y € Z)(A € [x] A
B e [y]) y dm(A, B)

Obs 5.5 Por la Proposicién 13.c y la Obs 5.4, se tiene que A | B

tiene sentido si existen z € Zy D € [z] tales que DuAADuB.
37

Obs 5.6 (A1 B) € [M(A, B)], (A | B) € [m(A, B)] por Definicién
8deTyl

Obs 5.7 Si Am(A, B) y AD € [m(A, B)] tales que DuA, DuB,
entonces D = (A | B) por definicién 9 de |.

Obs 5.8 Si AF € [M(A, B)] tales que AuE, BuE,
entonces E = (A T B) por definicién 9 de T.

Propiedades

Si A € [x], B € [y], se tienen las siguientes proposiciones:

Proposicion 18. a) ATA) = A
b) Au(A T B) y Bu(A T B)
¢)AuB= (AT B)=B
d)ATB)=(BTA
e)A=z=B=(ATB)=A

Demostracion. Si A € [x], B € [y]:

a) Por definicién de T, (A T A) € [x] tal que Au(A T A)
De donde, por Proposicién 8.c se tiene (A T A) = A

b) Por definicion 9 de T, (A T B) € [M(A, B)], tal que Au(A T B) y
Bu(A T B)

¢) Si AuB entonces M(A,B) = y por Obs 4.10, asf existen (A T
B), B € [M(A, B)] tales que Bu(A T B) y BuB, por la Proposiciéon
18.b
Por la unicidad en la Proposicién 17.b, (A T B) = B

33Se aclara que es tinico salvo =-equivalencia
36La Obs 5.1 es equivalente a Ax3
37Obviamente considerando que (x,y € Z)(A € [x] A B € [y]) con z < {x, y}.
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d) Por definicién 9 de B T A, es el tinico E respecto a = tal que
E € [M(A, B)] con AuE y BuE, como M(A,B) = M(B, A) por la
Obs 4.12 y por la unicidad se tiene: (A T B) = (BT A)

e) Si A = Bentonces AuB por la Proposicion 8.b
Asi, (A T B) = B por Proposicién 18.c. y A = B, entonces (A T
B)=A
O

Proposicion 19. Si Am(A, B), entonces se tiene lo siguiente:
a)(ALA)=A

b)(A ]l BuAy (A | BuB

c)AuB=> (A | B)=A

dAlB=B|lA

e)A=B=>A|B)=B

Demostracion. Si A € [x], B € [y], tales que dm(A, B), tenemos:
a) Por definiciéon 9 de |, (A | A) € [x] tal que (A | A)uA
De donde, por Proposicién 8.c se tiene A | A = A
b) Por definicién 9 de |, (A | B) € [m(A, B)], talque (A | BjuA'y
(A | BuB
¢) Si AuB entonces m(A, B) = x por Obs 4.10, asi existen (A |
B),A € [m(A, B)] tales que (A | B)uA, (A | B)uB 'y AuA por la
Proposicion 19.b
Por la unicidad en la Proposicién 17.a, (A | B) = A

d) Por definicién 9 de B | A es el dnico D respecto a = tal que
D e [m(B,A)] con DuA 'y DuB, como m(A, B) = m(B, A) por la
Obs 4.12 y por la unicidad se tiene: (A | B) = (B | A)

e) Si A = Bentonces AuB por la Proposicién 8.b
Asi, (A | B) = A por Proposiciéon 19.cy A = B entonces (A |
B)=B. O

Proposicion 20. Siz € Z tal que, A,B € [x], C€ [z]yA =B
entonces:

a) Si Am(A,C) y Am(B, C) entonces (A | C) = (B | C)
b) (ATC)=(BTO).
Demostracion. Size Ztalque A,Be[x],Ce(z]yA=B:

a) Si dm(A,C) y dm(B,C) entonces se cumple que m(A,C) =
m(B, C) por Proposicién 16.a.
Por definicién 9 A | C es el tnico D respecto a =, tal que
D e [m(A, C)] con DuA'y DuC
Como A = B, entonces se cumple que D € [m(B, C)] tal que DuB
y DuC por Proposicién 9.b.
Por la unicidad en la Proposicién 17.a, tenemos D = (B | C)
Portanto(A | C)= (B | O)

b) Se cumple que M(A, C) = M(B, C) por Proposicion 16.b.
Por definicién 9 A T C es el tnico E respecto a =, tal que
E e [M(A,C)] con AuE y CuE,
Como A = B, entonces se cumple que E € [M(B, C)] tal que BuE
y CuE por Proposicién 9.a.
Por la unicidad en la Proposicién 17.b, tenemos E = (B T C)
Portanto(ATC)=(BTO) O]

6. Axiomas de construccion

En la presente seccidn, se plantearan dos axiomas, para el uso
adecuado de los operadores T y |, permitiendo la construccién
de nuevos elementos de Z-espacios, en el marco de un comporta-
miento también adecuado del conglomerado.

Sean x,y,z,w € Z:

Axioma 4 (Ax4). Sean x <y, con A € [x] y B € [y] tales que
AuB:

a) Vz<y)dACezDB=(AT0)

b) (Yw > x)(3AD € [w])(A = (B | D))

Observaciones

Obs 6.1 Conforme la terminologia de Ax4.a tenemos que CuB,
por Proposicién 18.b

Obs 6.2 Conforme la terminologia de Ax4.b tenemos que AuD,
por Proposicién 19.b

Obs 6.3 Conforme la terminologia de Ax4, no se puede dar que
cada uno de los siguientes tres conjuntos {A, B}, {C, B} o
{D, A} sean subconjuntos de un solo Z-espacio.

Obs 6.4 Ax4 estd bien establecido, debido a que los Z-espacios
no son vacios y a que cada uno de estos tiene al menos dos
elementos no congruentes por Proposicion 4.b.

Obs 6.5 Ax4 no implica que dados cualquiera x,y € Z, A € [x]y
B € [y] exista m(A, B)

Obs 6.6 El Ax4.b, implica que Im(B, D), conforme la termino-
logia de este Axioma.

Propiedades

Proposicion 21. Sean A € [x] y B € [y] con x <y y AuB, enton-
ces

a) ACe[xNB=(ATC)AAZC)
b) @D eyNA=(B|D)AB#D)

Demostracion. Sean A € [x]y B € [y] con x <y y AuB, entonces

a) Por Ax4a(AC e [x])(B= (AT ()
Si suponemos A = C, entonces, por Proposicién 18.e (A T C) =
A, de donde A = B por Proposicion 5. Esto implica que x = y, que
es contradictorio.
Por tanto A 2 C

b) Por Ax4.b (AD € [y])(A = (B | D))
Si suponemos B = D, entonces, por Proposicién 19.e (B | D) =
B, de donde B = A por Proposicién 5. Esto implica que x = y, que
es contradictorio.
Por tanto B 2 D O]
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Proposicion 22. Para cualquiera x,y € Z, dado A € [x] existe
B € [y] tal que Am(A, B)

Demostracion. Sean x,y € Z'y A € [x], ademads, sea z € Z tal que
7z <{x,y}

Por Proposicion 11.b, existe C € [z] tal que CuA

Luego, por Ax4.b, como y > z existe B € [y] tal que C = (A | B)
Por tanto 3m(A, B) por Obs 5.4. 38 L]

7. Ejemplo de aplicacion

Como un ejemplo concreto de la axiomadtica indicada, obten-
dremos los términos primitivos y los axiomas de Incidencia del
sistema de Hilbert:

= Se define la nocién primitiva de Punto como un elemento
de [0].

= Se define la nocién primitiva de Recta como un elemento
de [1].

= Se define la nocién primitiva de Plano como un elemento
de [2]

= Se define la relacion primitiva “yace en’como la relacién
t € ([0] x [1]) U ([1] x [2]), conforme lo sefialado previa-
mente.

Axiomas de Hilbert:

Tomando en cuenta que se trata de un espacio tridimensio-
nal, es decir que no se consideran objetos en [4], los axiomas de
Incidencia de Hilbert se pueden expresar de la siguiente manera:

1. Dos puntos distintos A y B determinan una tnica recta R.

2. Dos puntos cualquiera de una recta la determinan por com-
pleto, es decir si A y B determinan R, ademds A y C también
determinan R con B distinto de C entonces B y C determi-
nan R.

3. Tres puntos A, B, C no situados en la misma recta, determi-
nan un plano a.

4. Tres puntos A, B, C no situados en la misma recta, determi-
nan un plano K por completo, es decir, si A, B, D también
determinan K tales que A, B, D no estdn en la misma recta
y C es distinto de D, entonces A, C, D determinan K.

5. Si dos puntos A y B de la recta R yacen en el plano K en-
tonces toda la recta R yace en el plano K

6. Si dos planos K y L tienen un punto A en comun, entonces
tienen al menos otro punto B en comun.

7. En cada recta R hay al menos dos puntos A y B, en cada
plano K hay al menos tres puntos A, B, C que no estan en
la misma recta

8. Existen al menos cuatro puntos A, B, C, D no situados en
un mismo plano.

383e observa que Obs. 6.5 y Proposicién 22 no se contradicen.

Nociones previas:

Si tomamos los “puntos”: A, B, C, D € [0], las “rectas™: R, S €
[1] y los “planos™: K, L € [2], debemos reformular lo establecido
por los axiomas con la terminologia del presente documento.

Lo primero que se debe notar es que no existen las nociones
de Z-espacios diferentes de [0], [1], [2] y [3] en los axiomas de
Hilbert, por tanto especificaremos primero las siguientes nocio-
nes:

a. Puntos Distintos, esta nocién podria significar solamente
que A Z B, sin embargo en el contexto debemos inter-
pretar adicionalmente si existe o no m(A, B), ya que todos
los Z-espacios pueden tener o no tener Z-espacios conteni-
dos comunes (Entendemos “Z-espacios contenidos”’como
Z-espacios que estdn en relacién ¢ o u con otro, por la iz-
quierda *).

Ademads se aclara que cuando Im(A, B), se interpreta que
m(A, B) = —1, con base en el Ax 2.a.

b. Unica Recta, interpretamos la unicidad de cualquier Z-espacio
definida por la equivalencia =.

¢. Puntos Determinan una Recta, esta nocion se interpreta co-
mo (A T B) € [1], lo que implica que A y B son puntos
distintos (conforme lo mencionado en el punto a inmedia-
tamente arriba).

LLIT3

d. Punto en una Recta, las nociones de “estar en”, “yacer en”,
“pertenecer a”, o similares se interpretan como ¢ en AfR
cuando se trata de Z-espacios adyacentes ([x] es adyacente
a[y]si|x—y| = 1) otambién se interpretan como u en AukK
cuando se trata de Z-espacios no adyacentes.

d. Determinan un plano, esta nocion se interpreta para Puntos
cuando AuK, BuK, CuK son distintos, con (A T B) 2 (A T
C),talque K = [(A T B) T (A T C)]. Se observa que dos
rectas Ry S determinan un plano cuando son diferentes.

e. No en la misma recta: Tres puntos A, B, C no situados en
la misma recta, se entiende como dm((A T B),(A T C))

f. Dos planos tienen un punto en comin: Dos planos K, L
tienen un punto en comun, se interpreta bajo la limitacion
de que el maximo z € Z que podemos tomar es 3.

Demostracion de los Axiomas de Hilbert:

Ahora contamos con las herramientas para ejemplificar los
conceptos de Z-espacios en la axiomatica de Hilbert, pasemos a
demostrar cada axioma:

39«4 esta en relacién u por la izquierda con R’si AuR
4R y S son diferentes si R 2 S considerando si existe o no existe m(R,S) y la
restriccion a los Z-espacios [0], [1], [2], [3]



A.Alberdi / Revista Boliviana de Matemdtica — UMSA 04 (2020) 3346 44

Ejemplo 1 (Axioma 1 de Hilbert). Si A, B € [0] tales que A y
B son distintos, entonces (A'R € [1])(AtR A BtR), donde R es
(A T B), los puntos A y B determinan la tinica recta R.

Demostracion. SiA, B € [0] tal que A 2 B tenemos las siguientes
posibilidades conforme la nocion de “Puntos Distintos ”:

12 Si Am(A, B), asi M(A, B) =0 + 1 = 1 conforme Ax 2.b.

2% Sidm(A, B), m(A, B) = —1, entonces M(A, B) = 0+0—(—-1) =1,
conforme Ax 2.a.
En ambos casos A!1(A T B) tal que (A T B) € [1]
Sillamamos Ra A T B, tenemos AuR y BuR (especificamente AtR
y BtR). O

Ejemplo 2 (Axioma 2 de Hilbert). Si A, B, C € [0] distintos entre
si tales que AfR,BtR,CtR,con R = (A T BDyR= A T O)
entonces (B T C) = R.

Demostracion. Si A, B,C € [0] distintos entre si tales que AfR,
BiR,CtRy R € [1]
conR=(ATB)yR=(ATC),como By C son distintos, B 22 C
y:

a) Si #m(B,C), asi M(B,C) = 0+ 1 = 1 conforme Ax 2.b.

b) Sim(B,C) = —1, entonces M(B,C) = 0+0—(—1) = 1, conforme
Ax 2.a.
En ambos casos A!(B T C) tal que (B T C) € [1]
Como (B T C) es unico en [1], tal que Bu(B T C)y Cu(B T C),
ademds R € [1] tal que BuR y CuR (por Proposicién 9.b).
Tenemos que R = (B T C) por la Proposicion 17.b. O

Ejemplo 3 (Axioma 3 de Hilbert). Sean A, B,C € [0] distintos
entre si tales que AuK, BuK,CuK'y (A T B) 2 (A T C) entonces
K=((ATB)T(AT0)

Demostracion. Sean A, B,C € [0] distintos entre si tales que
AuK, BuK, CukK

YyATB Z(AT0),

sabemos que (A T B),(A T C) € [1], pues A, B,C € [0] son dis-
tintos entre si.

Como Au(A T B) y Au(A T C), entonces dm((A T B),(A T 0))
por Proposicién 13.c

ym((A T B),(A T C)) = 0 por Obs 4.6 y Proposiciéon 14. Asi
M(ATB),ATC)=1+1-0=2porAx2.a

En Ax 3.b, complementado con la Proposicién 17.b y la Defini-
cién 9.b habiamos caracterizado (A T B), de la siguiente manera,
tomando en cuenta que M[A,B] = 1y que K € [2]:

(AA T B) € [IDVC € [zZDAu(A T B)ABu(A T B) = (A1
B)uC), donde M(A,B) < z

Tomando K € [2] como uno de los C, y sabiendo que Au(A T B)
y Bu(A T B), por Proposicién 18.b

concluimos que (A T B)uK por Ax 3.b.

Seguimos el mismo razonamiento para concluir que (A T C)ukK.
Asi tenemos que K,((A T B) T (A T C)) € [2] tales que (A T B)
y (A T C) estdn en relacién u por la izquierda con K y con

(ATBTATO)
Por la proposiciéon 17.btenemosque K = (ATB)T(ATC)) O

Ejemplo 4 (Axioma 4 de Hilbert). Tres puntos A, B, C no situa-
dos en la misma recta, determinan un plano K por completo, es
decir, si A, B, D también determinan K tales que A, B, D no estan
en la misma recta y C es distinto de D, entonces A, C, D determi-
nan K.

Demostracion. Los tres puntos A, B, C diferentes, no situados en
la misma recta, determinan el plano ((A T B) T (A T C)), confor-
me se vio en la prueba del Axioma 3 de Hilbert. Llamemos K a
(ATB)TATC)

Si D e [0] diferente de A, B,C, con DuK y tal que A, B,D no
estdn en la misma recta.

Suponemos que K = (A T B) T (A T D))

Como AuK, CuK, ademas (A T C) € [1]

Tenemos que (A T C)uK por Ax3.b

Ademas como CuK, DuK, (C T D) € [1], por el Axioma 1 de
Hilbert, ya que son diferentes.

Tenemos que (C T D)uK por Ax3.b

Por otra parte, Am((A T C),(C T D)) conm((A T C),(C T D)) =
0, pues Cu(A T C)y Cu(C T D), por Obs 4.6 y Proposicion 14.
Por tanto M(ATC),(CTD)=1+1-0=2yATC)T(CT
D) € [2] por Ax2.ay Definicién 9 de T.

Hemos visto que (A T C)uK y que (C T C)uK por definicién de
KydefT.

Ademas, como K,((A T C) T (C 1T D)) €[2]

tenemos que K = ((A T C) T (C T D)) por Proposicién 17.b. [

Ejemplo 5 (Axioma 5 de Hilbert). Sidos puntos A y B de larecta
R yacen en el plano K entonces toda la recta R yace en el plano
K.

Demostracion. Sean A, B € [0], tales que AzR, BtR, con RtK, R €
[1]y K € [2]*"

Por otra parte estamos suponiendo que AuK, BuK.

Por definicién de T, aplicando Ax3.b con (A T B) como E 'y K
como C, resulta:

(A7 BuK, yaque M[A, B] = 1.

Finalmente (A T B)tK pues K € [2] por definicion 5 de u. L]

Ejemplo 6 (Axioma 6 de Hilbert). Si dos planos K y L tienen
un punto A en comun, entonces tienen al menos otro punto B en
comun.

Demostracion. Conforme la interpretacion de “dos planos tienen
un punto en comuin”(el mayor z € Z es 3 para un Z-espacio),
tomemos los planos K,L € [2], tales que A € [0] es tal que
AuK, AuL. De estas suposiciones, tenemos que dm(K, L), m(K, L) >
0 por Obs 4.5.

Con base en el Ax.2.a, tenemos M(K,L) = 2 + 2 — m(K, L), por

41Se hicieron correcciones en este punto gracias a Amanda Iglesias.



A.Alberdi / Revista Boliviana de Matemdtica — UMSA 04 (2020) 3346 45

tanto m(K, L) > 0, caso contrario M(K, L) = 4, que contradice
la interpretaciéon mencionada. Solo queda que m(K, L) = 2 o que
m(K,L) =1

Caso 1 Si suponemos m(K, L) = 2,
entonces por la Proposicién 14, K = L
Por definicion 5 de u, como AuK, tenemos que IR € [1] tal que
AtRy RtK
Como AR con [A]™! < [R]7}, por Proposicién 21.a, tenemos que
existe Be [0]talqueR=(ATB)yA 2 B.
De aqui tenemos que BfR por Obs 6.1 y asi BuK y BulL por defi-
nicién 5 de u, tal que A 2 B.

Caso 2 Si suponemos m(K, L) =1,
entonces por la proposiciéon 13.a, (AR € [1])(RuK A RuL), por
tanto RtK, RtL, por definicion 5 de u.
Por D1, tenemos que 4C € [0] tal que CtR y por tanto CuK 'y CuL
por definicién 5 de u.

Caso2.1 SiAZ2C
entonces se cumple el requerimiento tomando B = C.

Caso2.2 SiA=C,
entonces AtR por Proposicién 4.a, ademds como [A]™' < [R]™,
por Proposicién 21.a, tenemos que existe B € [0] talque R = (A T

B)yA 2 B.
De aqui tenemos que BfR por Obs 6.1 y asi BuK y BuL por defi-
nicién de u, tal que A 2 B. O

Ejemplo 7 (Axioma 7 de Hilbert).

En cadarecta R hay al menos dos puntos diferentes A y B, en cada
plano K hay a menos tres puntos diferentes A, B, C que no estan
en la misma recta.

Demostracion.

En larecta: Por D1 de la definicién 1, existe A € [0] tal que AfR
por Proposicién 21.a, tenemos que existe B € [0] tal que A 2 B,
conR = (AT B).

De aqui AfR y BtR.

En el plano: Por D1 de la definicién 1, tenemos que existe R € [1]
tal que RtK
por Proposicién 21.a, tenemos que existe S € [1] tal que S 2 R,
conK=(RTS).

Como R 2 §, existe A € [0] tal que AtR A AtS, por definicién de

Z
Asimismo, existe B € [0] tal que BtS A BtR, por definicién de 22

De donde AuK, BuKy A % B

Caso 1 Si3m(R,S)
Por Propiedad 21.a existe C € [0] talque R= (A T C),conC 2 A
De aqui CtRy CtK y C 2 B (pues BtR).

Caso 2 Sidm(R,S)
En este caso m(R,S) = 0 por la restriccién mencionada de los

Z-espacios

Por tanto AC € [0] tal que CtR, CtS por la Proposicion 13.a, lue-
go CuK

Tenemos que C 2 A puesto que AtS y C 22 B puesto que BfR Fi-

nalmente JA, B, C € [0], diferentes entre si, tales que AuK, BuK, CuK

O

Ejemplo 8 (Axioma 8 de Hilbert). Existen al menos cuatro pun-
tos A, B, C, D € [0] no situados en un mismo plano.

Demostracion. Supongamos A, B,C € [0] tales que K = (A T
B)T(ATC0)el2],y AuK, BuK, CuK.
Por D2 de la definicién 1, existe R € [1] tal que RtK

Por D1 de la definicién 1, existe E € [0] tal que EzR, tenemos los
siguientes casos:

Caso 1 Si E4K
entonces existe D = E € [0] con DiK.

Caso 2 Si EuK, entonces:
Por Proposicién 21.a, existe D € [0 talque D 2 EyR = (E T D)
Si suponemos DuK entonces (E T D)uK por definicién 9 de T, de
donde RuK por Proposicién 12.
Luego R¢K lo que contradice a (*).
Por tanto existe D € [0] tal que Dy#K. O

8. Relacion p

En la presente seccidn, finalizando este primer documento,
complementamos lo sefialado hasta ahora con otra nocién fun-
damental para la Geometria Euclidiana, el “Paralelismo Fuerte”,
expresado por la relacién p, con sus propiedades correspondien-
tes.

Sean x,y € Z:

Definicion 10. Si A € [x] y B € [y], entonces
se denota ApB siempre y cuando A = BV fim(A, B) #*%

Observaciones y Comentarios

Si A € [x], B € [y], tenemos:

Obs 8.1 La relacion ApB solamente tiene sentido si
existen x,y € Z tales que A € [x], B € [y].

Obs 8.2 Si tenemos que ApB'y x # y, entonces A 2 B, por tanto
Am(A, B).

42Se incluye la congruencia en la definicién de p, para que se puedan hacer
particiones de elementos en un Z-espacio, siguiendo el libro Algebra Geométrica
de Artin.

43Se debe notar que este paralelismo es “fuerte”debido a que no existen Z-
espacios comunes a los de referencia.
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Obs 8.3 Si ApB decimos que A “es fuertemente paralela a” B
Obs 8.4 Si ApBy A 2 B entonces no tiene sentido A | B.

Obs 8.5 La definicién 10 de ApB es equivalente a Im(A, B) =
A = B.

Axioma 5 (Ax5). * Sean x,yeZ Aecx], Belyl,conx<yy
AUB, entonces:

a) (AC € [yD(AuC A CpB)
b) Si (AD € [y])(AuD A DpB) entonces D = C.

Propiedades
Si x € Z, se tienen las siguientes proposiciones:

Proposicion 23. Sean A,B,C € [x], tales que A = By ApC
entonces BpC.

Demostracion. Sean x € Z 'y A,B,C € [x], talesque A = By
ApC, tenemos dos casos:

a) SiA=C
entonces B = C por transitividad de =, asi BpC

b) Si#m(A, C) (yaque ApC) )

Supongamos que dm(B, C) entonces Im(A, C)y m(A,C) = m(B, C)

por Proposicién 16.a, esto contradice (*).
De donde $m(B, C), por tanto BpC. O

Proposicion 24. La relacion p es de equivalencia en [x).

Demostracion. Sean x € Zy A, B, C € [x]:
a) A = A, entonces A = AV #m(A, A), entonces ApA.

b) SiApB,entonces A = BV 3m(A, B), entonces B = AV Jm(B, A)
Por tanto BpA

¢) SiApBy BpC, veamos larelacion entre Ay C:
Si #m(A, C) entonces por definicién se cumple ApC.
Por otra parte si suponemos que Im(A, C),
entonces (3!D € [m(A, C)])(DuA A DuC) * por Proposicién 17.a.
Asi, como m(A, B) = m(B,C) = m(A, C) en caso que existan, se
dan los casos:
i) Si A = B entonces (D € [m(A, C)])(DuB A DuC) asi
dm(B, C)
Luego B = C porque BpC, por tanto ApC
ii) Si B = C entonces (D € [m(B, C)])(DuA A DuB) asi
dm(A, B)
Luego A = B porque ApB, por tanto ApC
iii) Si #m(A, B) A #m(B, C) entonces DyiB (Si DuB con-
tradirfa las suposiciones de no existencia, ya que DuA
y DuC).

44El presente axioma determina la geometria del conglomerado como Euclidia-
nay el punto b es equivalente al quinto postulado de los Elementos de Euclides.
43La notacién 3! significa existe un tnico respecto de =.

Por otra parte, si A = C entonces ApC, asi (por la nota
en la Proposicion 14) tenemos m(A, C) < x
Aplicando Ax 5.a para D € [m(A,C)] y B € [x], tene-

mos:
(A!'E € [x])(DuE A EpB), luego por Ax5bA = E = C,
de donde ApC. O
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