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Teorema de Ptolomeo
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Resumen

El presente articulo pretende mostrar propiedades conocidas de la geometria, como consecuencia de la aplicacién del teorema de Ptolomeo. La cual
hace referencia a la caracterizacidn de los cuadrildteros ciclicos a través de sus lados.
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Claudio Ptolomeo, cientifico de ori-
gen egipcio, fue un importante
astronomo, matemdtico y gedgra-
fo de ascendencia griega que flore-
ci6 en Alejandria durante el siglo II
d.C. Sus escritos representan el lo-
gro culminante de la ciencia greco-
rromana, principalmente si nos re-
ferimos a su modelo geocéntrico el
cual estaba fundamentado en el cen-

tro de la tierra como modelo del universo lo que en la actualidad
conocemos como el sistema Ptolemaico. Otra gran obra suya es
la Geographia, en que describe el mundo de su época. Utiliza un
sistema de latitud y longitud que sirvié de ejemplo a los cartdgra-
fos durante muchos afios. Esta obra contenia graves errores en
cuanto a distancias, de hecho, se piensa que Col6n terminé des-
cubriendo América producto de que en el mapa de Ptolomeo las
Indias se encontraba notablemente mas cercanas al navegar en esa
direccion.

1. Introduccion

Un hecho conocido en geometria es por cualquiera tres puntos no
alineados, siempre es posible hacer pasar una una dnica circun-
ferencia. Basta tomar como centro el punto donde concurren las
mediatrices del tridngulo y como radio la distancia de este punto

¥ DelboyLopez@gmail . com (Lopez Apaza Huber D.)

a cualquiera de los vértices. ;Pero qué podemos decir si consi-
deramos cuatro puntos en lugar de tres.? Como es de esperar, no
siempre existird una circunferencia que pase por estos cuatro pun-
tos. Por ejemplo, consideremos la circunferencia que pasa por los
puntos, A, B, C y agreguemos un cuarto punto D, el cual no esté
sobre la circunferencia. Claramente se puede ver, que no existe
una circunferencia que pase por estos cuatro puntos. De aqui se
ve que los cuadrildteros que posean una circunferencia que pa-
se por sus vértices deben ser en cierta forma especiales. A tales
cuadrildteros se les acostumbra llamar cuadrilateros ciclicos.

A B

Definicion 1.1. Un cuadrildtero se llama ciclico si existe una cir-
cunferencia que pasa por sus cuatro vertices.

2. Dos criterios para la caracterizacion de cuadrilateros cicli-
cos

Si un JABCD estd inscrito en una circunferencia como en la Fi-
gura a, sabemos que los dngulos opuestos son suplementarios. Es-
to se sigue del hecho que son inscritos y que entre los dos abarcan
la circunferencia completa. Inversamente, si tenemos un LJABCD
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en el que un par de sus dngulos opuestos son suplementarios, sa-
bemos que el cuadrilatero es ciclico.

Del mismo modo, si tenemos un LJABCD inscrito en un circun-
ferencia como en la Figura b, sabemos que los dngulos que com-
parten un mismo arco son iguales entre si. Reciprocamente, si en
LABCD las diagonales forman con los lados opuestos dngulos
iguales, dicho cuadrilatero es ciclico.

Figura a.

Figura b.

Las dos discusiones descritas anteriormente, son las demostracio-
nes de los siguientes teoremas.

Teorema 2.1. Un JABCD es ciclico si y solo si sus dngulos
opuestos son suplementarios.

Teorema 2.2. Un UABCD es ciclico si y solo si las diagonales
forman con los lados opuestos dngulos iguales.

Los dos teoremas anteriormente mencionados caracterizan a los
cuadrilateros ciclicos a través de sus dngulos. Otra caracterizacion
se puede hacer respecto a sus lados, y de hecho, este es conocido
como Teorema de Ptolomeo, el cual enunciaremos y demostramos
a continuacion.

3. Teorema de Ptolomeo

Teorema 3.1 (Teorema de Ptolomeo). Un LJABCD es ciclico siy
s6lo AC - BD = AB-CD + AD - BC

Demostracion. Empezaremos demostrando que si el cuadriléte-
ro es ciclico, se cumple la expresién dada en el enunciado. Con-
sideramos un punto P sobre la diagonal AC, de tal manera que
APBC = LABD.

Dado que CJABCD es ciclico, también tenemos que {PCB =
AADB. De aqui deducimos que los tridngulos PBC y ABD son
semejantes, por lo que:

_ BC-AD
" BD

PC

Anélogamente se tiene que los tridngulos BAP 'y BDC son seme-
jantes, de donde se tiene que:

_AB-CD

~ BD

AP

Sumando las dos expresiones obtenidas anteriormente tenemos:

AB~CD+BC~AD

AP+ PC = AC =
TPO=ACE 0 BD

por tanto
AC-BD=AB-CD+ BC-AD

Ahora demostraremos la otra implicacién, es decir, si cumple la
expresion AC-BD = AB-CD+AD- BC es un cuadrildtero ciclico.
Consideramos el cuadrilatero de la figura de vértices ABCD.

D

B

Construir un tridngulo APB semejante al tridngulo DCB, de tal
forma que el lado AB se corresponda con BD, y los dngulos con
vértice B marcados en la figura, sean iguales.

Por la semejanza se cumple:

BP AB AP
BC BD CD
de donde se tiene:

AB-CD =AP-BD

La primera de las igualdades de la proporcién junto a la igualdad
de los dngulos marcados establece que los tridngulos PBC y ABD
son semejantes, por tanto:

PC  BC
AD ~ BD
de donde se tiene:
BC-AD = PC-BD
Y sumando las dos igualdades nos queda:

AB-CD+ BC-AD =AP-BD + PC-BD > AC - BD

Desigualdad que es valida para cualquier cuadrilatero, cuya igual-
dad se dard si y s6lo si los puntos A, P, C son colineales y que
ABAC = {BAP = £BDC. Asi el JABCD es ciclico. O
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Veamos ha continuacién algunas consecuencias interesantes
del teorema de Ptolomeo.

Primero consideremos un tridngulo rectdngulo ABC inscrito
en una circunferencia y hacemos la construccién del cuadrilatero
ABCD, obteniendo el punto D por simetria del punto B respecto
la hipotenusa.

Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:
AC-BD=AB-CD+AD-BC

Dado que los tridngulos ABC y ADC son congruentes, se tiene
que AD = AB, BC = CD y BD = 2 - BP. Reemplazando en la
igualdad anterior se tiene:

AC-2-BP=AB-BC+AB-BC=2-AB-BC

Simplificando
AC -BP =AB- BC

Asi queda demostrado, que el producto de longitudes de los cate-
tos de un tridngulo rectdngulo es igual al producto de longitudes
de la hipotenusa y la altura respectiva.

Dado que JABCD es un rectangulo, se tiene que AB = CD,AD =
BC y AC = BD. Reemplazando en la igualdad anterior se tiene:

AC? = AB? + BC?

Con lo cual queda demostrado, que la suma de los cuadrados de
longitudes de los catetos de un tridngulo rectangulo, es igual al
cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

Ahora consideremos un tridngulo equildtero ABC inscrito en
una circunferencia y un punto P de la circunferencia.

B

P
aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:
AP-BC+ AB-PC = AC - BP

Dado que ABC es un tridngulo equildtero se tiene, AB = BC =
AC. Reemplazando en la igualdad anterior se tiene que:

AP-BC+BC-PC=BC-BP
simplificando se tiene:

AP+ PC = BP

Andlogamente al caso anterior consideremos un tridngulo rectangu-

lo ABC inscrito en una circunferencia y hacemos la construccién
del rectdngulo ABCD, obteniendo el punto D por simetria del
punto B respecto el centro de la circunferencia.

Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:

AC-BD =AB-CD+AD - BC

Consideremos ahora, un cuadrildtero ciclico cuyo uno de sus
lados sea el diametro de la circunferencia.

B

Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:

AD-BC=AC-BD-AB-CD
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Dividiendo por AD?, tenemos:

Sea @ = ADAB, 8 = £DAC, tenemos que sena = 52, senf =

AD>
CcD _ BP _ AB _ AC s
ol sen(a —f) = ap-cosa =43y cosf = ik Como el tridngulo

APD es semejante al tridngulo BPC, entonces 25 = 55 Reem-
plazando en la igualdad anterior se tiene:

sen(a —fB) =sena - cosf—cosa - senfB
que es la conocida férmula del seno de la diferencia de dngulos.

Ahora consideremos el pentdgono regular ABCDE, inscrita
en una circunferencia.

A

Dy

D

Aplicando el teorema de Ptolomeo al cuadrildtero ABCD se tiene:
AC-BD =AB-DC+AD - BC

Dado que ABCDE es un pentiagono regular se tiene, AB = DC =
BC y AC = BD = AD. Reemplazando en la igualdad anterior se
tiene que:

AC? = AB* + AC - AB

Dividiendo por ABZ, se tiene:

AC? AC
— =14+ —
AB? AB

Si denotamos con ¢ a ﬁ—g se obtiene:
P =1+¢
La cual es conocida como la razén de oro.

Para terminar, consideremos el cuadrilatero ABCD, inscrita
en una circunferencia de didmetro R.

B
A

C
D
Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:
AC-BD=AB-CD+AD-BC 1

Como ABCD es ciclico se tiene, L{CAD = CBD = 1, ABCA =
4BDA =6, {BAC = {BDC =By LABD = LACD = a.
De donde se tiene que:

sena =42 sens =42
senB=5¢ ; sen(a+ 1) =4E =sen(s +pB)
send = CTD ; sen(d+p) = % = sen(a + 0)

Reemplazando en (1), se tiene:
R-sen(a@+1)-R-sen(1+f) = R-send-R-senA+R-senf-R-sen«
Simplificando, se tiene:

sen(a + A) - sen(d + B) =send -send + senf - sena
donde esta igualdad se cumple si @ + 8+ A + d = 7y es conocida

como el teorema trigonométrico de Ptolomeo.
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