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Resumen

En este trabajo presentamos el algoritmo de gradientes conjugados precondicionado que mejora el clásico método de gradientes conjugados cuando
la matriz de coeficientes del sistema lineal simétrico a resolver está mal condicionada. El método de gradientes conjugados se aplica al problemas de
minimización de una función cuadrática donde la matriz del término cuadrático es definida positiva cuya condición optimal necesaria de primer orden
resulta un sistema lineal. Este método funciona bien cuando la matriz de coeficientes del sistema lineal está bien condicionada.

Un precondicionador es una matriz no singular tal que pre y post multiplicando a la matriz dada podemos mejorar su número de condición, lo cual
mejora la precisión y la convergencia de los métodos iterativos, especialmente cuando la dimensión del sistema lineal es grande.
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1. Introducción

En muchas aplicaciones de métodos matemáticos se requiere
resolver un sistema lineal de la forma Ax = b, donde A es una
matriz cuadrada n × n, x, b ∈ Rn. Cuando la dimensión n es gran-
de, los métodos computacionales más utilizados son los métodos
iterativos que a partir de alguna solución aproximada generan una
secuencia de soluciones aproximadas que se espera que converja a
la solución exacta. La convergencia, como la precisión dependen
del número de condición de la matriz de coeficientes A.

Uno de los métodos para resolver sistemas de ecuaciones li-
neales simétricos de rango completo es la factorización de Cho-
lesky, una descripción de este método se encuentra en Wright [15,
Cap. 11]. Pese a que la factorización de Cholesky es numérica-
mente estable, Higham [8], el error de acarreo por redondeo pue-
de ser grande cuando la matriz es muy mal-condicionada.

Una forma de mejorar el número de condición de la matriz de
coeficientes y resolver el sistemas lineal por métodos iterativos es
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precondicionar la matriz de coeficientes. Ciertamente un precon-
dicionador debe ser adecuado a las caracterı́sticas de cada siste-
ma. Para construir un precondicionador, se debe tomar en cuenta
si la matriz es simétrica o no. El método de gradientes conjugados
se aplica a los sistemas lineales simétricos y definidos positivos,
de modo que en adelante daremos énfasis a precondicionadores
para matrices simétricas.

Dada una matriz simétrica A y una matriz no singular C las
ecuaciones lineales

Ax = b y (CACT )C−T x = Cb,

son equivalentes en el sentido de que ambas tienen la misma solu-
ción. La matriz CACT también es simétrica y C se conoce como
el precondicionador de A. Para que la nueva matriz de coeficientes
CACT sea bien condicionada, serı́a bueno que ese producto esté
“próximo” a la matriz identidad o tenga sus autovalores “próxi-
mos” a la unidad, ası́ su número de condición serı́a pequeño. Esto
permitirá resolver el sistema lineal con mejor estabilidad numéri-
ca.

Para aclarar las ideas, sobre todo del número de condición,
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consideramos la siguiente matriz simétrica mal-condicionada

A =

(
1020 1

1 10−10

)
.

los autovalores de ésta matriz son λ1 = 1, 000000000× 1020 y
λ2 = 9, 999999999 × 10−11. Por tanto, el número de condición es
κ(A) = λ1/λ2 = 1, 0000000001 × 1030.

Ahora como precondicionador, proponemos la siguiente ma-
triz diagonal

C =

(
10−10 0

0 105

)
.

En efecto, pre y post multiplicando con ésta matriz, obtenemos

M = CACT =

(
10−10 0

0 105

) (
1020 1

1 10−10

) (
10−10 0

0 105

)
=

(
1 10−5

10−5 1

)
.

Los autovalores de la nueva matriz son λ1 = 1, 00001 y λ2 =

9, 999899×10−1. Luego, el número de condición de la matriz pre-
condicionada es κ(M) = 1, 000020000200002. En las Figuras 1 y
2, se ilustran gráficamente estos hechos, por medio de curvas de
nivel de las formas cuadráticas ϕ(x) = xT Ax y ϕ(x) = xT Mx aso-
ciadas respectivamente a las matrices A y M, donde x ∈ R2.

Figura 1. Matriz mal condicionada

Si A fuera definida positiva, teóricamente el mejor precondi-
cionador seria la inversa de la factorización de Cholesky, o sea,

A = LLT ∧ C = L−1 ⇒ M = CACT = L−1LLT L−T = I.

Está claro que obtener el factor de Cholesky L es ya otro pro-
blema, entonces una aproximación de L podrı́a ser aún un buen
precondicionador. Una buena opción es usar la factorización in-
completa de Cholesky. En algunas aplicaciones este precondicio-
nador funciona bien, pero en los métodos de puntos interiores de
Programación Lineal funciona bien solamente en las primeras ite-
raciones, Oliveira e Sorensen [12]. El sistema precondicionado

Figura 2. Matriz bien condicionada

tiene la forma Mx̃ = b̃, donde b̃ = Cb, x = CT x̃ y M = CACT .
Normalmente, M no se calcula explı́citamente, en métodos itera-
tivos se aplica la multiplicación de matriz por un vector, o sea,
Mv = (CACT )v = C(A(CT v)).

Un buen precondicionador no debe ser muy caro de ser calcu-
lado computacionalmente, pero de alguna forma, deberı́a obtener
una matriz razonablemente bien condicionada, un equilibrio entre
éstas dos propiedades determina un buen precondicionador. Una
de las variantes de la factorización incompleta de Cholesky es la
factorización controlada de Cholesky introducida por Campos y
Rollet [3], y Kershaw [9], también obtiene buenos resultados para
la mayorı́a de los problemas. Inicialmente éstas aproximaciones
fueron desarrollados para resolver ecuaciones diferenciales por
métodos numéricos donde funcionan mejor, pero hoy en dı́a se
aplican en las iteraciones de los métodos de puntos interiores de
programación lineal.

En la implementación computacional de PCx (Predictor-Corrector
de Mehrotra et al [5]) modificada por Oliveira e Sorensen [11],
Bocanegra et al [1] e Velazco et al [14], fue incorporado el pre-
condicionador obtenido desde la factorización controlada de Cho-
lesky, el cual se utiliza con éxito en las primeras iteraciones del
método de puntos interiores para resolver el sistema de ecuacio-
nes normales por el método de gradientes conjugados.

Antes de abordar el método de gradientes conjugados, hace-
mos una breve descripción del método del gradiente que forma
parte del grupo de métodos llamados búsqueda lineal exacta.

2. Método del gradiente o de máximo descenso

Dada una función real f diferenciable de varias variables, en
la búsqueda lineal exacta (BLE), se minimiza φ(t) = f (x̄ + td)
a partir del punto x en la dirección del vector d de acuerdo al
criterio de primer orden φ′(t) = 0. En general, ésta ecuación es
no lineal, por lo que podrı́a ser necesario resolver la misma por
métodos numéricos. Si fuera el caso, el proceso en cada iteración
serı́a computacionalmente caro.
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En el método del gradiente se toma d = −∇ f (x̄), luego∇ f (x̄)T d =

−∇ f (x̄)T∇ f (x̄) = −‖∇ f (x̄)‖2 < 0, ası́ d siempre será una dirección
de descenso. Para encontrar el siguiente punto buscamos un t̄ tal
que minimice globalmente φ(t) = f (x̄ + td), de este modo, éste
método se conoce también como de máximo descenso. El algorit-
mo computacional se expresa en las siguientes lı́neas.

Dado x0, k = 0.
Mientras ∇ f (xk) , 0, haga

1. Calcule dk = −∇ f (xk)
2. tk minimizador global de mı́n

t>0
φ(t) = f (xk + tdk)

3. xk+1 = xk + tkdk,
4. k ← k + 1.

2.1. Método del Gradiente: Caso cuadrático

Para A simétrica y definida positiva (A > 0) el minimizador
global de la función cuadrática f (x) = 1

2 xT Ax+bT x+c, puede ser
encontrado explı́citamente resolviendo el sistema lineal ∇ f (x) =

Ax + b = 0. Desde que ∇2 f (x) = A > 0, entonces la solución
del sistema lineal es único y es el minimizador global estricto.
En efecto, φ′(t) = 0 ⇔ ∇ f (xk + tdk)T dk = 0 ⇔ ∇ f (xk)T dk +

t(dk)T Adk = 0, ası́

tk = −
∇ f (xk)T dk

(dk)T Adk =
∇ f (xk)T∇ f (xk)
∇ f (xk)T A∇ f (xk)

Luego en el algoritmo de máximo descenso, el cálculo del tamaño
de paso tk queda explı́citamente determinado. En la Figura 3 se
ilustra el recorrido de los puntos estimados en cada iteración. En
la figura tridimencional se puede observar que el punto estima-
do corresponde efectivamente al minimizador de φ(t), donde φ(t)
puede ser visto como la intersección de f (x) con el plano vertical
formado por xk + tdk.

Dado que A es una matriz simétrica sus autovalores son reales,
luego considere λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn los autovalores de A, donde
λ1 y λn son el menor y el mayor autovalor de A respectivamente.

El cociente
λn

λ1
= κ(A), donde κ(A) es el número de condición de

A respecto a la norma euclidiana, está fuertemente relacionado
a la razón de convergencia del método de gradiente. En efecto, si
{xk} es la sucesión generada por el método del gradiente, entonces

‖xk+1‖2 ≤ γ‖xk‖2, donde γ =

√
1 −

λ1

λn
. Ası́, cuando la matriz es

mal condicionada, el autovalor λn es grande, entonces el cociente
λ1/λn será pequeño, de modo que γ estará cerca de uno. Lo cual
hace que la convergencia sea lenta.

Para problemas generales, según Luenberger [10], para f ∈
C2, si x̄ es un minimizador local de f , ∇2 f (x̄) es definida positi-
va y {xk} es la sucesión generada por el método de gradiente que
converge a x̄, entonces la sucesión { f (xk)} converge linealmente a

f (x̄) con tasa de convergencia no superior a
(
λ̄n − λ̄1

λ̄n + λ̄1

)2

, donde λ̄1

Figura 3. Método de Gradiente

y λn son el menor y el mayor autovalor de ∇2 f (x̄) respectivamen-
te.

3. Método de Gradientes Conjugados

Definición 3.1. Dada una matriz A simétrica y definida positiva,
los vectores u y v son direcciones A−conjugadas si uT Av = 0.

Para una función cuadrática convexa f (x) = 1
2 xT Ax + bT x + c,

donde A es una matriz simétrica y definida positiva (A = AT > 0),
el método de gradientes conjugados, introducida por Hestenes y
Stiefel [7], consiste en encontrar n direcciones conjugadas, basa-
dos en las gradientes de f , que conducen a encontrar el minimi-
zador global de f . El tamaño de paso se encuentra con el mismo
criterio de máximo descenso. Es decir, para φ(t) = f (xk + tdk),
entonces

φ′(t) = ∇ f (xk + tdk)T dk = (A(xk + tdk) + b)T dk

= ∇ f (xk)T dk + t(dk)T Adk = 0

Ası́, la solución óptima para el tamaño del paso a partir del punto

xk resulta tk = −
∇ f (xk)T dk

(dk)T Adk , luego xk+1 = xk + tkdk. Para encontrar

la siguiente dirección conjugada se plantea dk+1 = −∇ f (xk+1) +

βdk, donde β se calcula de manera que dk y dk+1 sean A−conjugados.
En efecto,

0 = (dk)T Adk = −(dk)T A∇ f (xk+1) + β(dk)T Adk

βk =
(dk)T A∇ f (xk+1)

(dk)T Adk
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La primera dirección conjugada se elige simplemente como la di-
rección de máximo descenso, d0 = −∇ f (x0), luego el algoritmo
de gradientes conjugados se puede escribir como sigue
Dado x0 ∈ Rn, d0 = −∇ f (x0), k = 0
Mientras ∇ f (xk) , 0, haga

1. tk = −
(dk)T∇ f (xk)

(dk)T Adk , xk+1 = xk + tkdk

2. βk =
∇ f (xk+1)T Adk

(dk)T Adk , dk+1 = −∇ f (xk+1) + βkdk

k ← k + 1.

En la Figura 4 se tiene las dos iteraciones del método de gra-
dientes conjugados, pues en general, este método converge exac-
tamente en n iteraciones, aunque en la práctica, dependiendo de
la condición de la matriz, el método puede converger en menor
número de iteraciones. En la figura tridimensional también se ob-
serva que el método minimiza f en la dirección dk a partir del
punto xk.

Figura 4. Método de gradientes conjugados

Un algoritmo de gradientes conjugados, conocido como la
versión de Hestenes-Stiefel, basado en Golub y Van Loan [6], im-
plementable en cualquier lenguaje de programación se muestra en
el Algoritmo 1.

Este algoritmo converge a lo sumo en n iteraciones si no hu-
biera errores de redondeo, porque las direcciones conjugadas for-
man una base para Rn. En Golub y Van Loan [6], se establece que
las iteraciones {xk} generadas por el algoritmo satisfacen:

‖x − xk‖A ≤ 2
( √

κ − 1
√
κ + 1

)k

‖x − x0‖A, (1)

Algoritmo 1 Gradientes conjugados
Datos: x0, tal que Ax0 ≈ b

k = 0
Calcule el residuo inicial r0 = b − Ax0
mientras rk , 0 haga

k = k + 1
si k=1 entonces

Inicialice p1 = r0
sino

Calcule βk = rT
k−1rk−1/rT

k−2rk−2
Actualice pk = rk−1 + βk pk−1

fin si
Calcule αk = rT

k−1rk−1/pkApk

Actualice xk = xk−1 + αk pk

Actualice rk = rk−1 − αkApk

fin mientras
retorne x = xk

donde, x es la solución exacta que satisface Ax = b, κ = cond2(A)
e ‖w‖A =

√
wT Mw. Entonces, podemos verificar también que en

norma-2

‖xk − A−1b‖2 ≤ 2
√
κ

( √
κ − 1
√
κ + 1

)k

‖x0 − A−1b‖2. (2)

Por tanto, la tasa de convergencia, depende, principalmente del
número de condición κ de la matriz A.

4. Método de Gradientes Conjugados Precondicionado

Cuando la matriz A es mal condicionada, precondicionamos
el sistema Ax = b con una matriz C no singular, para obtener,
Mx̃ = b̃, donde x̃ = CT x, M = C−1AC−T y b̃ = C−1b. Se espera
que la nueva M sea bien condicionada, o bien, que M sea una ma-
triz con autovalores concentrados, de manera que el menor y el
mayor autovalores no estén muy separados. Para implementar el
método podrı́amos aplicar el Algoritmo 1 y resolver para x̃, luego
al final resolver el sistema adicional CT x = x̃. Sin embargo, defi-
niendo pk ← CT pk en el algoritmo anterior y haciendo M = CCT ,
basado en Golub y Van Loan [6] y en Oliveira y Sorensen [12], el
método de gradientes conjugados precondicionado, presentado en
el Algoritmo 2, llamado también como el algoritmo Mz, obtiene
directamente la solución para x.

Una aplicación de este método, para resolver problemas de
programación lineal de dimensión grande, se encuentra dentro
la aplicación computacional PCx que fue utilizado por Suñagua
y Oliveira [13] y otros autores que aplican este algoritmo en el
método de puntos interiores, donde el precondicionador se obtie-
ne usando la factorización controlada de Cholesky.

Dada una matriz A simétrica y definida positiva, un precon-
dicionador trivial que puede ser útil es C = diag(A)−1, o bien,
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Algoritmo 2 Gradientes conjugados precondicionado
Datos: x0, tal que Ax0 ≈ b

k = 0
Calcule el residuo inicial r0 = b − Ax0
mientras rk , 0 haga

Resuelva Mzk = rk

k = k + 1
si k=1 entonces

Inicialice p1 = z0
sino

Calcule βk = rT
k−1zk−1/rT

k−2zk−2
Actualice pk = zk−1 + βk pk−1

fin si
Calcule αk = rT

k−1zk−1/pT
k Apk

Actualice xk = xk−1 + αk pk

Actualice rk = rk−1 − αkApk

fin mientras
retorne x = xk

C = diag(A)−1/2, donde diag(A) es la matriz diagonal cuya diago-
nal principal es el vector diagonal de A, (a11, a22, · · · , ann).

Como se ha considerado en las secciones precedentes, el méto-
do de gradientes conjugados, precondicionado o no, resuelve sis-
temas lineales simétricos de rango completo donde la matriz de
coeficientes tenga su número de condición razonablemente bueno.

En métodos de puntos interiores de programación lineal, el
método de gradientes conjugados se aplica en cada iteración del
método de puntos interiores para determinar la dirección de búsque-
da. La mayorı́a de los problemas de programación lineal, como de
NETLIB (www.netlib.org) se resuelve aproximadamente entre
10 y 100 iteraciones. Aunque el método termina en un número
finito de iteraciones, para problemas con dimensiones grandes, el
método converge en número menor de iteraciones que la dimen-
sión de la matriz del sistema lineal que está dado por el número
de restricciones. Mas detalles, se puede encontrar en Bocanegra
et al [1], Velazco et al [14] y Suñagua y Oliveira [13].

Otra aplicación importante, descrita en Burden y Faires [2],
está en la resolución numérica de ecuaciones diferenciales par-
ciales mediante la aplicación de métodos de elementos finitos,
donde afortunadamente las matrices involucradas no son tan mal
condicionadas como en el método de puntos interiores.

En quı́mica computacional, en la optimización de estructura
molecular llamado también minimización geométrica se minimi-
za la energı́a potencial de la superficie. Una referencia para este
tipo de aplicaciones está en Chatzieleftheriou et al [4].

5. Implementaciones Computacionales

Muchos métodos de optimización en alguna etapa de sus ite-
raciones utilizan el método de gradientes conjugados o gradien-
tes conjugados precondicionados si la matriz involucrada queda

mal condicionada. Los programas computacionales que resuel-
ven problemas reales con dimensiones grandes son muy comple-
jos como para listar en cualquier publicación, pues ellos están
implementados en lenguajes como C, C++, Fortran, etc. Quizá
las implementaciones más didácticas están escritas en MATLAB
y Python. Algunos enlaces de los métodos de optimización o de
implementaciones públicas son

Implementaciones de gradientes conjugados para diferen-
tes lenguajes de alto y bajo nivel.

Rutina de gradientes conjugados implementada en la li-
brerı́a de Álgebra Lineal de Python

Implementación conceptual en Python para problemas pe-
queños

Lista de algunos programas computacionales de PL libres
y pagos

CUTEr: Problemas de optimización para pruebas de algo-
ritmos en formato SIF

Problemas de Programación Lineal para pruebas en forma-
to MPS

6. Conclusiones

Como se ha mostrado en el desarrollo de las secciones, el
método de gradientes conjugados es uno de los métodos iterati-
vos eficientes para minimizar funciones cuadráticas cuya matriz
principal es simétrica y definida positiva. Este método no fun-
ciona bien si la matriz de la forma cuadrática está mal condicio-
nada. Una forma de mejorar tal número de condición es aplicar
un precondicionador y aplicar el método de gradientes conjuga-
dos precondicionado según el Algoritmo 2. Las heurı́sticas para
encontrar el precondicionador sigue siendo un tema de investi-
gación. Para matrices muy mal condicionadas, uno de los precon-
cionadores utilizados en la práctica se obtiene por la factorización
controlada de Cholesky.
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