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Resumen

Las ecuaciones diferenciales parciales aritméticas x), = a, x), = ax" y sus casos particulares son estudiadas en [3], [7] y [8]. En este articulo generali-

P

zamos el estudio a las ecuaciones diferenciales parciales lineales aritméticas de orden superior de la forma a,x,” + a,-x,

(n) (n=1) +

st arx, +apx = b.

Analizamos ecuaciones con coeficientes constantes, y clasificamos en soluciones exponenciales y las que no lo son.
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1. Introduccion

La definicién de derivada aritmética fue incluido en "Putnam
Prize Competition” en 1950, y refinado por E.J. Barbeau [1] en su
articulo "Remark on an Arithmetic Derivative” en 1961. La deri-
vada aritmética inicialmente se define como 1 para los nimeros
primos y usando la factorizacién tnica en primos de un nime-
ro natural y la regla del producto del célculo se tiene la derivada
aritmética de cualquier nimero natural. Las propiedades y el com-
portamiento de la derivada aritmética estdn directamente relacio-
nados con algunas de las conjeturas més antiguas y estudiadas en
la teoria de ndmeros elemental [2]. Sobre la historia de las deriva-
das aritméticas, sus generalizaciones y lista de referencias ver [7].
Ufnarovski y Ahlander [2] generalizaron este concepto a niime-
ros racionales. Entre otras cosas, resolvieron ciertas ecuaciones
diferenciales aritméticas. La idea de la derivada parcial aritméti-
ca se debe a Kovic [3] para enteros positivos; y en [7] estudian
varias ecuaciones diferenciales parciales aritméticas de primer y
segundo orden y enuncian conjeturas, que son probamos en [8].

En la segunda seccién de este documento definimos la deri-
vada aritmética mostrando que proviene de la derivada usual de
Célculo y damos las interpretaciones geométricas. En la tercera
seccién definimos una ecuacion diferencial parcial lineal y la ter-
minologia asociada a este concepto. La cuarta seccién es el estu-
dio de las ecuaciones lineales de primer orden. La quinta seccién
es el estudio de las ecuaciones de segundo orden y su generaliza-
cién a orden superior.

¥ rchoquec@gmail.com (Ramiro Choque C.)

2. Laderivada parcial

Denotamos con el simbolo Z al conjunto de los niimero en-
teros, N = {0,1,2, ...}, Z* = {1,2,3, ...}, y P ={2,3,5,7,...}
para el conjunto de los nimeros primos.

Como consecuencia del Teorema Fundamental de la Aritméti-
ca de los niimeros enteros, se tiene la descomposicion (dnica) en
factores primos de un nimero racional a € Q\{0}

7

= a2 @3
a_ipl .p2 .p3

donde la sucesion aq, @z, as, ... son todos cero, salvo un nime-
ro finito. Queda definida la funcién v, : Q\{0} — Z dado por
vp,(a) = a;. Podemos escribir a = sign(a) [],ep p*»'“. Definimos
vp(0) = 0 para todo p € P. De esto se sigue que, si x € Q\{0},
existe Ginico entero @ y un nimero racional no cero 3 tales que

= ¢p® donde p fay p { b. Se sigue que v,(x) = a que es de-
nominado valuacién p-ddica. Para la demostracion de la siguiente
proposicién ver [9].

Proposicion 2.1. Sean x,y € Q\{0}, p € P. Entonces

L vy (xy) = vp(x) + v, (y).
2. Vp(X/Y) = Vp(x) - Vp(Y)-
3. vp(x +y) =2 min{v,(x),v,(y)}igualdad si v,(x) # v,(y).

Diremos que el entero primo p divide al ndimero racional a,
denotado p | a, si v,(a) # 0. También decimos que a es divisible
por p o que p es factor de a. La expresion p t a significa que p
no divide a. Por ejemplo 2 | % ya que v(3/4) = -2 es distinto
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de cero, y 5 1 % puesto que v5(3/4) = 0. La proposicidn siguiente
lista la propiedades basicas de divisibilidad que emplearemos con
frecuencia.

Proposicion 2.2. Sean a,b, x,y € Q\{0} y p € P. Entonces

. Siplayptx entonces p|ax

. Siplayp{b, entonces p |}

. Sip|bypta, entoncesp|$

. Sipla,b; ptxy; vya) # v,(b), entonces p | ax + by.

N W N =

. Si a es un entero, entonces la relacion | es la divisibilidad
usual de 7.

El inciso 4 de la proposicién anterior se generaliza mediante
induccién matematica.

Corolario 2.1. Sip | aj,az,....a, p{ X1, %0,...,%, Yy vpla;) #
vp(aj) para i < j, entonces p | ajxy + axxy + -+ + apXy,.

Sea a un nimero racional no cero tal que a = ap®, donde
a € Zy a e Q\{0} Sea ¢ la funcidn real dada por ¢(¢) = a(p + 1)*
parat € (—1,1). La derivada parcial de a respecto de p es definida
por

a/p :h’mM :90/(0) —

t—0 t—0
De esto, podemos intuir que las derivada aritmética deberia poseer
algunas propiedades de la derivada usual de Céalculo. También con
este resultado tenemos la interpretacion usual de la derivada co-
mo la pendiente de la recta tangente de la funcién ¢ en cero. Por
ejemplo 18 = 12 es la pendiente de la recta tangente en cero de
@(t) = 2¢% + 12t + 18 tal como ilustra la figura 2.Como a es pro-

Derivada aritmética: 18} = ¢'(0)

40 5

#(0)

ducto de primos, representa drea o volumen cuyos lados, o aristas
son los factores primos respectivamente, y la derivada @, es inter-
pretado como semiperimetro o semisuperficie. Una interpretacion
mas general se describe en [4].

Como consecuencia de la proposicion 2.1, tenemos

Proposicion 2.3. Sean a,b € Q\{0} y p € P. Entonces

1. (ab)), = a,b + ab),.

2. (@, = na”‘la;, sine€Z*.

ba,, — ab),
-

A la derivada parcial de a), respecto de p se denota por aj,

3. (a/by, =

. ., 2 .
es decir a; = (a),),, que también se expresa con aﬁ, ). Del mismo
modo se definen las derivadas parciales de orden superior.

3. Ecuaciones diferenciales aritméticas

Consideraremos funciones de P x Q en Q. Por ejemplo: p?,
xP, px? +2x+ 1,y % donde p € Py x € Q. La gréfica de

2p
la funcién z = f(p,x) son curvas de nivel que corresponden a

ntmeros primos. La siguiente figura ilustra la grifica de z = x*+p.

También consideraremos funciones en varias variables de la for-
maz= f(p,x1,%2,...,X%,) donde p e Py x1,x2,...,x, € Q.
Una ecuacién diferencial parcial aritmética de primer orden

es la de forma

x, = f(p, x),
de segundo orden

1’ ’

x, = f(p,x,x,)
y de orden n
n) _ ’ n—1
xg) = f(p,x,xp,...,x(p )).

Un ecuacién diferencial parcial lineal de orden 7 es de la forma
(n) (n—1) ’ _
apx,’ + an-1x, +---+a1xp+a/0x+b—0.

Cuando b = 0, diremos que es una ecuacién homogénea. Si los
coeficientes aj, ay,...,a, no son divisibles por p, diremos que
es una ecuacion con coeficientes constantes (respecto de p). Las
constantes respecto de p, esto es las x € Q tales que p 1 x, son so-
luciones de la ecuacién homogénea, que llamaremos soluciones
constantes. SAlo trataremos con ecuaciones diferenciales parcia-
les aritméticas, por simplicidad, llamaremos ecuaciones diferen-
ciales.

Ejemplo 3.1. 5x7 + 15x}, — 3x = 7 es una ecuacion lineal con
coeficientes constantes no homogénea, y la ecuacion x) + 4x) +
3x = 0 es lineal homogénea y no es de coeficientes constantes.



Ramiro Choque C. / Revista Boliviana de Matemdtica — UMSA 04 (2020) 27-32 29

La mayor parte de las ecuaciones son imposibles de resolver
en forma explicita, pero es impotente saber en que condiciones
se tiene al menos una solucidn, por ello enunciamos el siguiente
teorema, cuya demostracion es inmediata.

Teorema 3.1. 1. Si la ecuacion f(p,x) = 0 con p un niimero
primo fijo tiene una solucion x tal que p 1 X, entonces la
ecuacion diferencial x,, = f(p, x) tiene al menos una solu-
cion, la solucion constante X.

2. Si f(p,p") = np™! con p un niimero primo fijo y n € Z.*,
entonces la ecuacion diferencial x), = f(p, x) tiene al me-
nos la solucion x = p".

En la secciones siguientes resolvemos las ecuaciones diferen-
ciales parciales sistematicamente. Hacemos énfasis a ecuaciones
lineales y de coeficientes constantes. También son resueltas algu-
nas ecuaciones con coeficientes no constantes.

4. Ecuaciones lineales de primer orden

/

Para p € Py a € Q\{0}, las ecuaciones x, = a, y x, = ax" son
estudiados en [7] y [8] tanto en la resolucién y niimero de solu-
ciones. En esta seccion analizamos ecuaciones lineales de primer
orden con coeficientes constantes homogéneas y las que no lo son.
El siguiente teorema es incluido por razones de interpretacion y
terminologia.

Teorema 4.1. Sea p un niimero primo con p  a € Z\{0}. Enton-
ces
X, +ax =0 (1

tiene solucion x = xp~, donde p 1 ¥ € Q.
Demostracion. Sea x = )‘cp”pk una solucién no cero de (1) tavl que
ptxeQ\{0}, ptaeZ\{0}y k € Z*. Entonces X, = cw"cp“pk*k‘l.

Sustituyendo en (1) se tiene a/)"cp"pk"k‘1 + a)"cp"pk = 0. Esto es

equivalente a

ap*+a=0.

Si k # 1, se deduce que p | a que contradice la hipdtesis. Lue-

go, debe ser k = 1, de donde @ = —a, que es un nimero entero
por hipétesis, asi x = Xp~ es una solucién, cuya verificacion es
inmediata. O]

Un propiedad que caracteriza a las funciones exponenciales
es que su derivada es proporcional a la misma funcién. La exis-
tencia de funciones exponenciales respecto a la derivada parcial
aritmética, es una consecuencia del teorema anterior. En efecto.
Sea x = f(p) tal que x;, = x, entonces, por el teorema anterior

ptxeQ.

Definimos f(0) = X. En general, si una expresion de la forma
Xp“f”k donde p t @ € Z\{0}, k € Z* y p t ¥ € Q\{0}, es una

f(p) =x=xp’,

solucién de alguna ecuacidén diferencial, diremos que es una so-
lucién exponencial, y si )‘cp‘“f’”zpa3 es una solucién, diremos que
es una solucién 2-exponencial, donde a € Z\{0}, as,a3 € Z* y
p 1 X € Q\{0}. Cuando afirmemos que es una solucién exponen-
cial o que es 2-exponencial, supondremos que se satisface estas
condiciones.

La extension de estas funciones sobre los nimeros raciona-
les positivos poseen puntos donde la funcidn no esta definida tal
como muestra la siguiente figura

20 2x*

wal—
=

No es dificil probar que la ecuacion x}, + ax = 0 no tiene solu-
ciones 2-exponenciales. En la siguiente seccién mostraremos que
existen ecuaciones lineales de orden superior que poseen solucio-
nes 2-exponenciales.

En lo que sigue analizamos ecuaciones lineales no homogéneas.

Teorema 4.2. Sean a, b niimeros racionales no ceros y no divisi-
bles por p € P. Entonces la ecuacion

’
X, +ax = b 2)
no tiene soluciones exponenciales.

.o — k ., .
Demostracion. Sea x = Xp®”" una solucidn exponencial de (2).
— ko .
Entonces x}, = axp®” *k=1_Sustituyendo en (2)
a)‘cp“‘"h’k_1 + a)"cp"”k =b. 3)

Por hipétesis ap® es no cero. Supongamos que ap* + k — 1 =
0, entonces —apk = k — 1 que es no negativo, asi @ < 0. Por
induccién es facil probar que p* > k — 1 para todo entero positivo
k. Pero

k=1=—ap*>p>k-1

que es una contradiccién. Luego ap® + k — 1 # 0. Ahora de (3)
y corolario 2.1 se deduce que b es divisible por p que es una
contradiccién. O

Cuando los coeficientes no son constantes respecto de p, pue-
de existir soluciones exponenciales o no. Un método para hallar
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una solucidn de una ecuacién lineal no homogénea, consiste fun-
damentalmente en intuir la forma de una solucién. Uno de los
métodos utilizados es de coeficientes indeterminados, que em-
plearemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.1. Consideremos la ecuacién
x;, +ax = bp*? )

donde a y b son racionales, no ceros y no divisibles por p, y k
un entero positivo. Como el segundo miembro de (4) es una ex-
ponencial, y la derivada de una exponencial es otra exponencial,
es coherente plantear una solucién exponencial de la forma x =
%p*?. Entonces X, = kxp*P. Sustituyendo en (4) kxp*? + axp*? =
bp*?, simplificando k% + aX = b, luego ¥(k + a) = b. Cuando
p t (k + a), se tiene la solucién exponencial

b

_ kp
X = .
k+ap

Ejemplo 4.2. La ecuacién x), + ax = bp donde a y b son ra-
cionales no ceros que no son divisibles por el primo p, no tiene
soluciones exponenciales. En efecto sea x = )‘cp"pk una solucioén
exponencial. Entonces axp® ! + axp®" = bp, que es equiva-
lente a

aph+k-2 +a)—cpapk—l =b. (5)

Como en el teorema 4.2 los factores potencia del primo p de (5)
son no ceros, lo que implica que b es divisible por p que es una
contradiccién.

axp

El siguiente teorema presenta las soluciones no exponenciales
de las ecuaciones lineales de primer orden, exactamente son dos.

Teorema 4.3. Supongamos que n,m € N, p € P tales que a, b, c €
Z\{0} y m + 1 no son divisibles por p. Entonces la ecuacion dife-
rencial
ax, +bp"x = cp™ (6)
tiene dos soluciones no exponenciales:
Cpm+ 1 Cpm—n
- a(m + 1) + bp+V’ - am—-n)p ="+ b’

Demostracion. Sea x = ¥p® una solucién de (6) donde p 1 ¥ € Q
y @ € Z. Entonces x/, = axp®~'. Sustituyendo en (6) aaxp®~" +
bp"xp® = cp™ que podemos escribir en la forma

a—1-m

aaxp + bxp™" = c. @)

Si @ = m + 1, entonces a(m + 1) + bxp'*" = c. La hipétesis
garantiza que el factor a (m + 1) + bp™*! no es cero ni divisible
por p, luego ¥ = W no es divisible por p, y por tanto

m+1

X = es una solucién. Si @ = m—n, entonces de (7)

¢
a(m+1)+bp+! p
a(m—n)xp~"! +bx = c. Por hipétesis, el factor a(m—n)p™' +b
no es cero ni divisible por p, luego x = m no es divisible
por p, de donde x = m p™" es también una solucién. Si
a € Z\{m+ 1,m — n}, de (7) y corolario 2.1 se deduce que p | c
que es una contradiccion. O

Ahora consideremos ecuaciones cuya derivada parcial es una
funcidén polinomial con coeficientes no ceros constantes respecto
de p. Para fijar ideas, analizamos la ecuacién

X, = ax® + bx + c. 8)

Claramente (8) no tiene soluciones exponenciales. Sea x = ¥p“
una solucién donde p t X € Q y @ € Z. Entonces xp, = axp®!.
Sustituyendo en (8) tenemos

a—1 =2 2a

axp® =ax’p™ + bip® +c. 9

Sia = 0, entonces 0 = ax? + bx+c, de donde x = % es la solucién
constante (si existe).
Sia = 1, entonces de (9)

X =ax’p® + bip +c.

Si esta ecuacién tiene una solucién ¥ € Q tal que p 1 X, entonces
X = X - p es una solucién como es fécil de constatar.

Sia € Z\{0, 1}, entonces del corolario 2.1 y (9) se deduce p | ¢
que contradice lo asumido. Con el mismo argumento se prueba el
siguiente teorema.

Teorema 4.4. Sea p € Py ay,a,,...,a, € Q no divisibles por p
y a, y ag no ceros. Entonces las soluciones de la ecuacion

fo:anx"+an_1x"_l+--'+a1x+a0 (10)

son:

1. soluciones constantes respecto de p (si existen)
2. x =X - p donde X es una solucion de la ecuacion

T=apxp" + ap X7+ aEp + ag

tal que p 1 ¥ € Q.

El nimero de soluciones de la ecuacién (10) es a lo mas 2n. El
teorema 4.4 es un teorema de existencia. A continuaciéon damos
un resultado mas especifico cuandon = 1.

Teorema 4.5. La ecuacion diferencial parcial lineal aritmética
de primer orden no homogénea con coeficientes constantes no
ceros

’
X, =ax+ b (11D
tiene exactamente dos soluciones, a saber: La solucion x = —Z, y
b
X = 1_[7
—ap

Demostracion. Sea x = Xp® una solucién de (11), donde @ € Z y
p 1% € Q\{0}. Entonces (11) es equivalente a

ap® % = ap®% + b. (12)
Sia =0, la ecuacién (12) se reduce a

0=ax+b.
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De donde ¥ = —g que es constante respecto de p, y tenemos la
solucién x = —5. Si @ = 1, la ecuacion (12) se reduce a x =
apx + b, que podemos escribir en la forma

x(1 —ap) =0b.
Note que 1 — ap no es divisible por p, ni puede ser cero, asi
_ b
X= .
1—-ap
Luego la solucién en este caso es
b
x= - P.
1—ap

Si @ € Z\{0, 1}, entonces de (12) se deduce p | b que es una
contradiccion. O

Ejemplo 4.3. La ecuacién diferencial x; = 3x — 15 tiene dos

soluciones. La solucién constante x = % = 5y la solucién x =
-152 _ 6

1-32 —

Ejemplo 4.4. La ecuacién x} = x* — 3x + 2 tiene dos soluciones
x = 1, x = 2 constantes respecto de 3, y la ecuacién x} = X2 -
3x + 3 tiene una unica solucién, x = 2, que no es una solucién
constante.

La resolucién de ecuaciones diferenciales asociadas a funcio-
nes racionales es andlogo a las funciones polinomiales, pero el
nimero de soluciones puede ser menor.

Teorema 4.6. Sea ay,ay,...,a,,bo,by,..
por py ay, a, y by, no ceros. Entonces

., b € Q no divisibles

Y= X"+ ap XN+ v ax + ag (13)
P x4 @y XM o+ bix + by

tiene a lo mds max{n, m + 1} soluciones.

Demostracion. Sea x = Xp® una solucién de (13), donde v € Z y
ptx € Q\{0}. Sustituyendo en (13)

a,x"p*" + an_l)'c”"p“(”‘l) + -+ axp® +ag

Dy X" PO+ @y X pe0n= g by XpY + by
14

a)—cpoz—l —

Sia = 0, la ecuacién (14) se reduce a

1

0=a,X" +a,.1 X" +---+a1x+a.

Si esta ecuacidn tiene una solucién ¥ € Q tal que p { X, entonces
x = X es una solucién de (13). Si @ = 1, entonces la ecuacién (14)
es equivalente a

AP+ ap X " ok a1Xp + ag
bmxmpm + am—l)_cm_]pm_] R b])??p + bO

X= (15)
que es equivalente a una ecuacién polinomial de grado a lo més
max{n,m + 1}. Si la ecuacién (15) tiene una solucién x € Q tal
que p 1 %, entonces x = X - p es una solucién. Si @ € Z\{0, 1}, de
(14) se deduce que p | ap que es una contradiccion. O

5. Ecuaciones lineales de orden superior
Una ecuacién lineal de segundo orden es de la forma
ax, +bx, +cx+d=0 (16)

donde a, b, c y d son nimeros racionales, p € Py a # 0. Si p
no divide a, b, ¢ y d, es una ecuacioén con coeficientes constantes.
Cuando d = 0 la ecuacién es homogénea. No se pierde generali-
dad cuando se supone que a, b, ¢ y d son nimeros enteros.

Como es usual en ecuaciones diferenciales, primero estudia-
mos las ecuaciones homogéneas. En las ecuaciones homogéneas
es natural buscar soluciones exponenciales.

Teorema 5.1. Sean a,b,c € Z\{0} con p 1 c. Entonces la ecua-
cion
ax, +bx, +cx=0 a7

tiene una solucion de la forma x = xp®” donde p  a« € Zy @

satisface la ecuacién auxiliar aa® + ba + ¢ = 0, y otro solucion
— 2 . .z

de la forma x = Xp®" donde p t @ € Z, y « satisface la ecuacion

auxiliar ap®*@*+(a+bp)a+c = 0. En ambas soluciones p 1 ¥ € Q.

L - apt .. .
Demostracion. Sea x = Xp®”" una solucién exponencial de (17).
Entonces

ro_ = apftk-1

x, = axp™

"o k = apf+k-2
x, = a(ap” +k-1xp .

Sustituyendo en (17)

aa(ap® +k - 1))'cp””k+k_2 + ba)'cp"”h’k_l + cfcp“”k =0.
Simplificando
aa(ap® + k- Dp*2 + bap* +c=0. (18)

Si k = 1, entonces de (18)
aa® +ba +c=0.

Si esta ecuacion tiene una solucién « tal que p { @ € Z, entonces
X = %p® es una solucién. Si k = 2, entonces de (18) aa(ap® +
1) + bap + c = 0, asi a € Z debe satisfacer la ecuacion

ap*a® + (a+bp)a+c=0.

Si p { @ € Z, tenemos la solucién x = )‘Cp‘”’z. Si k € 7Z\{1,2},
entonces de (18) se deduce que p | ¢ que contradice la hipétesis.
O

Ejemplo 5.1. La primera ecuacion auxiliar de x§ — 3x; +2x =0
esa?-3a+2=0, cuyas raices son @ = 1 , @ = 2. Como estos no
son divisibles por 3, tenemos las soluciones x = -3y x = ¥ 3%
donde 3 { % La segunda ecuacién auxiliar 9> — 8a + 2 = 0 no
tiene soluciones. Las ecuaciones auxiliares de x}’ +3x) — 11x =0
sona’ +3a — 11 = 0y 4a® + 7a — 11 = 0. La primera ecuacién
no tiene soluciones enteras y la segunda sélo @ = 1 que no es
divisible por 2. Luego la ecuacién tiene solucién x = % - 2* donde
2t
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Ejemplo 5.2. La ecuacién x — 3x} + x = 0 tiene una solucién
x =16 = 2% que es 2-exponencial, pero xj — 3x; + x = 0 no
tiene soluciones 2-exponenciales. Este ultimo ejemplo se puede
generalizar a ecuaciones de orden superior como sigue.

Teorema 5.2. Sea p es un niimero primo mayorany ay,ai,. . .,a,
nimeros enteros que no son divisibles por p y ay, a, no ceros. En-
tonces la ecuacion

a,lx(p”) + an_lx(p”_l) +eot alx;, +agx = 0. (19)
no tiene soluciones 2-exponenciales.

. _ ) PY3 ., .
Demostracion. Sea x = Xpa1?” " una solucién 2-exponencial.
— P2 3 _ @y PY3
Entonces x, = %a;pn??" **P*~1 Denotemos a = a; p™?™*" " +
anPBylal,=a-(@a-1)-(@-2) -+ (@ —n+ 1) el factorial

polinomial de @ € Q. Luego

= )'calp“_l

=
|

X = Xaja ] p*?

>~
)
=
|

= faya [alp

X = Xy @l p*"

Al sustituir en (19) y simplificando el factor ¥p= p2

PNy a4, @i [l p®PT T D (20)

+agp = 0.

-1
apaia” (@l p
o
_..+alalpa/,2P 1

Como p > n, las potencias de p en (20) son no ceros, se deduce
que p | ap que contradice la hipdtesis. O

Es inmediato verificar que cualquier funcidn exponencial no
satisface la ecuacién no homogénea (16), asi s6lo planteamos so-
luciones de la forma x = ¥p® donde pt ¥ € Q\{O}y pta@ € Z. A
tales soluciones llamaremos no exponenciales.

Teorema 5.3. Sea p es un primo impar y a,b,c y d enteros no
ceros no divisibles por p. Entonces

ax;+bx’p+cx+d=0 21
tiene exactamente tres soluciones no exponenciales:

o —d
T b+ cpp’

2
x=-dfc, x X=——————=p"
2a +2bp* + szp
Demostracion. Sea x = Xp® una solucién no exponencial. Enton-

ces

x = cwfp“_l,

a-2

=
|

=ala— Dixp

Sustituyendo en (21)
aa(a — DEp® 2 + baip®' +cxp® +d = 0. (22)

Sia = 0, entonces cx+d = 0, de donde x = —d/c es una solucidn.
Sia = 1, entonces bx+cxp+d = 0, asi (b+cp)x+d = 0. Note que

b + cp no puede ser cero ni divisible por p. De donde x = b;‘jp P

es una solucién. Si @ = 2, entonces 2aX + 2bxp + cip® +d = 0.
Factorizando (2a + 2bp + cp?)% +d = 0. Otra vez 2a + 2bp + cp?
no es cero ni divisible por p. De donde x = m p* es una
solucion. O

Ejemplo 5.3. La ecuacion x7 +x;+x—1 = 0 tiene tres soluciones
1,3/4y9/17.

Ejemplo 5.4. Las ecuaciones lineales se pueden resolver forman-
do un sistema de ecuaciones diferenciales tal como ilustra el si-
guiente ejemplo. Consideremos la ecuacién lineal

aj —Sa5 +6a=0. (23)
Sea x = a, y = a}. Entonces x;, = y, ¥, = —6x + 5y. Para X =

x
( ) € Q?, tenemos
y

X! y 0 1
X, =|"7|= = X = AX.
7 (y%) (—6x+5y) ( -6 5 )

Supongamos que X = p®*”¢ es una solucién. Luego

apé = Ap*ré
de donde A¢ = aé, que significa que @ € Z es un autovalor y £ es
—06 ; ) con entradas raciona-

les. Con un célculo rutinario se establece que @ - 7'* y @ - 7°! son
soluciones de (23), donde 7 ra € Q.

un autovector de la matriz A = (
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