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I[IMAT

Método de Gradientes Conjugados Precondicionado™

Porfirio Sufiagua S.%!+*

“Universidad Mayor de San Andrés
Institito de Investigacion Matemdtica
Primer Piso del Edificio FCPN, Calle 27 Cota—Cota
La Paz — Bolivia

Resumen

En este trabajo presentamos el algoritmo de gradientes conjugados precondicionado que mejora el cldsico método de gradientes conjugados cuando
la matriz de coeficientes del sistema lineal simétrico a resolver estd mal condicionada. El método de gradientes conjugados se aplica al problemas de
minimizacién de una funcién cuadrética donde la matriz del término cuadrético es definida positiva cuya condicidn optimal necesaria de primer orden
resulta un sistema lineal. Este método funciona bien cuando la matriz de coeficientes del sistema lineal estd bien condicionada.

Un precondicionador es una matriz no singular tal que pre y post multiplicando a la matriz dada podemos mejorar su nimero de condicién, lo cual
mejora la precision y la convergencia de los métodos iterativos, especialmente cuando la dimensién del sistema lineal es grande.

Palabras clave: Gradientes Conjugados, Precondicionador, Métodos Iterativos

1. Introduccion

En muchas aplicaciones de métodos matematicos se requiere
resolver un sistema lineal de la forma Ax = b, donde A es una
matriz cuadrada n X n, x, b € R". Cuando la dimensién n es gran-
de, los métodos computacionales mds utilizados son los métodos
iterativos que a partir de alguna solucién aproximada generan una
secuencia de soluciones aproximadas que se espera que converja a
la solucién exacta. La convergencia, como la precisién dependen
del nimero de condicién de la matriz de coeficientes A.

Uno de los métodos para resolver sistemas de ecuaciones li-
neales simétricos de rango completo es la factorizacién de Cho-
lesky, una descripcidn de este método se encuentra en Wright [15,
Cap. 11]. Pese a que la factorizacién de Cholesky es numérica-
mente estable, Higham [8], el error de acarreo por redondeo pue-
de ser grande cuando la matriz es muy mal-condicionada.

Una forma de mejorar el niimero de condicién de la matriz de
coeficientes y resolver el sistemas lineal por métodos iterativos es

* Articulo aceptado por el Comité Editorial. En contenido estd orientado para
desarrolladores de algoritmos iterativos computacionales
*B2 Av. Villazén 1995, PB Edificio Viejo, Carrera de Matemadtica
% psunagua@gmail.com (Porfirio Sufiagua S.)
IProfesor del Area de Andlisis y Optimizacién Matemdtica.

precondicionar la matriz de coeficientes. Ciertamente un precon-
dicionador debe ser adecuado a las caracteristicas de cada siste-
ma. Para construir un precondicionador, se debe tomar en cuenta
si la matriz es simétrica o no. El método de gradientes conjugados
se aplica a los sistemas lineales simétricos y definidos positivos,
de modo que en adelante daremos énfasis a precondicionadores
para matrices simétricas.

Dada una matriz simétrica A y una matriz no singular C las
ecuaciones lineales

Ax=b y (CACCTx=Cb,

son equivalentes en el sentido de que ambas tienen la misma solu-
cién. La matriz CACT también es simétrica y C se conoce como
el precondicionador de A. Para que la nueva matriz de coeficientes
CACT sea bien condicionada, serfa bueno que ese producto esté
“préximo” a la matriz identidad o tenga sus autovalores “préxi-
mos” a la unidad, asi su niimero de condicion seria pequerio. Esto
permitira resolver el sistema lineal con mejor estabilidad numéri-
ca.

Para aclarar las ideas, sobre todo del nimero de condicidn,

©IIMAT 2018-2020
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consideramos la siguiente matriz simétrica mal-condicionada

10° 1
A_(l 10-10)'

los autovalores de ésta matriz son A; = 1,000000000 x 10%° y
A =9,999999999 x 10~!!. Por tanto, el nimero de condicién es
k(A) = ;/2> = 1,0000000001 x 10>,

Ahora como precondicionador, proponemos la siguiente ma-

triz diagonal
1071 0
€= ( 0 105)'

En efecto, pre y post multiplicando con ésta matriz, obtenemos

10710 0 \(10% 1 10710 0
0 1)\ 1 107191 o 109

1 1073
1073 1)

Los autovalores de la nueva matriz son 4; = 1,00001 y 4, =
9,999899 % 107!, Luego, el nimero de condicién de la matriz pre-
condicionada es k(M) = 1,000020000200002. En las Figuras 1 y
2, se ilustran graficamente estos hechos, por medio de curvas de
nivel de las formas cuadraticas ¢(x) = x” Ax y ¢(x) = x” Mx aso-
ciadas respectivamente a las matrices A y M, donde x € R

M = CACT

2 T T T

Figura 1. Matriz mal condicionada

Si A fuera definida positiva, teéricamente el mejor precondi-
cionador seria la inversa de la factorizacién de Cholesky, o sea,

A=LLT AC=L" = M=CACT =L'LLTL T =1.

Esta claro que obtener el factor de Cholesky L es ya otro pro-
blema, entonces una aproximacién de L podria ser atin un buen
precondicionador. Una buena opcidén es usar la factorizacion in-
completa de Cholesky. En algunas aplicaciones este precondicio-
nador funciona bien, pero en los métodos de puntos interiores de
Programacion Lineal funciona bien solamente en las primeras ite-
raciones, Oliveira e Sorensen [12]. El sistema precondicionado

2

0 e N (PSS bl

Figura 2. Matriz bien condicionada

tiene la forma M% = b, donde b = Ch, x = CT'#y M = CAC”.
Normalmente, M no se calcula explicitamente, en métodos itera-
tivos se aplica la multiplicacién de matriz por un vector, o sea,
Mv = (CACT)v = C(A(CTv)).

Un buen precondicionador no debe ser muy caro de ser calcu-
lado computacionalmente, pero de alguna forma, deberia obtener
una matriz razonablemente bien condicionada, un equilibrio entre
éstas dos propiedades determina un buen precondicionador. Una
de las variantes de la factorizacién incompleta de Cholesky es la
factorizacién controlada de Cholesky introducida por Campos y
Rollet [3], y Kershaw [9], también obtiene buenos resultados para
la mayoria de los problemas. Inicialmente éstas aproximaciones
fueron desarrollados para resolver ecuaciones diferenciales por
métodos numéricos donde funcionan mejor, pero hoy en dia se
aplican en las iteraciones de los métodos de puntos interiores de
programacién lineal.

En la implementacién computacional de PCx (Predictor-Corrector
de Mehrotra et al [5]) modificada por Oliveira e Sorensen [11],
Bocanegra et al [1] e Velazco et al [14], fue incorporado el pre-
condicionador obtenido desde la factorizacién controlada de Cho-
lesky, el cual se utiliza con éxito en las primeras iteraciones del
método de puntos interiores para resolver el sistema de ecuacio-
nes normales por el método de gradientes conjugados.

Antes de abordar el método de gradientes conjugados, hace-
mos una breve descripcion del método del gradiente que forma
parte del grupo de métodos llamados biisqueda lineal exacta.

2. Meétodo del gradiente o de maximo descenso

Dada una funcién real f diferenciable de varias variables, en
la bisqueda lineal exacta (BLE), se minimiza ¢(¢) = f(x + td)
a partir del punto X en la direccioén del vector d de acuerdo al
criterio de primer orden ¢’(r) = 0. En general, ésta ecuacion es
no lineal, por lo que podria ser necesario resolver la misma por
métodos numéricos. Si fuera el caso, el proceso en cada iteracion
serfa computacionalmente caro.

©IIMAT 2018-2020
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En el método del gradiente se toma d = —V f(%), luego Vf(¥)'d =

-VIX®TVFE) = —|IVf @I? <0,asid siempre serd una direccién
de descenso. Para encontrar el siguiente punto buscamos un 7 tal
que minimice globalmente ¢(f) = f(X + td), de este modo, éste
método se conoce también como de mdximo descenso. El algorit-
mo computacional se expresa en las siguientes lineas.

Dado x°, k = 0.
Mientras V f(x) # 0, haga

1. Calcule d* = =V f(x*)

2. t; minimizador global de ml’on o) = f(x* + td")
>

3. XK = Xk 4 gdk,

4. k — k+1.

2.1. Meétodo del Gradiente: Caso cuadrdtico

Para A simétrica y definida positiva (A > 0) el minimizador
global de la funcién cuadrética f(x) = x” Ax+b"x+c, puede ser
encontrado explicitamente resolviendo el sistema lineal Vf(x) =
Ax + b = 0. Desde que V?f(x) = A > 0, entonces la solucién
del sistema lineal es tnico y es el minimizador global estricto.
En efecto, ¢'(1) = 0 & V(X + td)Tdk = 0 & VFHTdr +
H(d")T Ad* = 0, asi

VO VTV
(@)TAdE — VENTAV f(xk)

Iy =

Luego en el algoritmo de maximo descenso, el clculo del tamafio
de paso #; queda explicitamente determinado. En la Figura 3 se
ilustra el recorrido de los puntos estimados en cada iteracion. En
la figura tridimencional se puede observar que el punto estima-
do corresponde efectivamente al minimizador de ¢(7), donde ¢(r)
puede ser visto como la interseccién de f(x) con el plano vertical
formado por x* + td*.

Dado que A es una matriz simétrica sus autovalores son reales,
luego considere 4; < A, < --- < A, los autovalores de A, donde
A1y A, son el menor y el mayor autovalor de A respectivamente.
El cociente /I—" = k(A), donde «k(A) es el nimero de condicion de

1
A respecto a la norma euclidiana, estd fuertemente relacionado

a la razén de convergencia del método de gradiente. En efecto, si
{x} es la sucesién generada por el método del gradiente, entonces

A
12 < YIIX¥|l, donde y = /1 — =L. Asi, cuando la matriz es

mal condicionada, el autovalor A,, es g;ande, entonces el cociente
A1/ 4, sera pequefio, de modo que y estard cerca de uno. Lo cual
hace que la convergencia sea lenta.

Para problemas generales, segtin Luenberger [10], para f €
C?, si % es un minimizador local de f, V2f(X) es definida positi-
va 'y {x*} es la sucesion generada por el método de gradiente que
converge a ¥, entonces la sucesién { f(x*)} converge linealmente a

. . A=A -
f(X) con tasa de convergencia no superior a ( 7l ) , donde 4,
nt A

5

K=9
‘@
IV )] = 0.12

Figura 3. Método de Gradiente

y A, son el menor y el mayor autovalor de V2 f(¥) respectivamen-
te.

3. Método de Gradientes Conjugados

Definicion 3.1. Dada una matriz A simétrica y definida positiva,
los vectores u y v son direcciones A—conjugadas si u” Av = 0.

Para una funcién cuadrética convexa f(x) = $x" Ax+b"x+c,
donde A es una matriz simétrica y definida positiva (A = AT > 0),
el método de gradientes conjugados, introducida por Hestenes y
Stiefel [7], consiste en encontrar n direcciones conjugadas, basa-
dos en las gradientes de f, que conducen a encontrar el minimi-
zador global de f. El tamafo de paso se encuentra con el mismo
criterio de méaximo descenso. Es decir, para ¢(f) = f(x* + td¥),
entonces

@' (1)

VIR +td)Td* = (AGE + td*) + b)T d*
= VN d + 1(d)HTAd* =0

Asi, la solucién éptima para el tamafio del paso a partir del punto

VT dk
** resulta t;, = —(g)ﬁ, luego x**! = x*+#,d*. Para encontrar
la siguiente direccién conjugada se plantea d**! = -V f(x**!) +

Bd*, donde 3 se calcula de manera que d* y @**! sean A—conjugados.
En efecto,

0

B

@HTAd* = —(dTAVFOFY + BT Ad*
(d)TAVF (M)
(d)T Adk

©IIMAT 2018-2020
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La primera direccién conjugada se elige simplemente como la di-
reccion de méaximo descenso, d’ = =V f(x?), luego el algoritmo
de gradientes conjugados se puede escribir como sigue

Dado x° e R", d° = -Vf(x°), k=0

Mientras V f(x) # 0, haga

L@V

l. = ———F7—, = x* + fd*
k (d)T Adk i
Vf(x"‘“)TAdk .
2. =2 - gl=_v +1 k
b=~ mrag S + B
k—k+1.

En la Figura 4 se tiene las dos iteraciones del método de gra-
dientes conjugados, pues en general, este método converge exac-
tamente en n iteraciones, aunque en la practica, dependiendo de
la condicién de la matriz, el método puede converger en menor
ndmero de iteraciones. En la figura tridimensional también se ob-
serva que el método minimiza f en la direccién d* a partir del
punto x*.

I

Figura 4. Método de gradientes conjugados

Un algoritmo de gradientes conjugados, conocido como la
version de Hestenes-Stiefel, basado en Golub y Van Loan [6], im-
plementable en cualquier lenguaje de programacion se muestra en
el Algoritmo 1.

Este algoritmo converge a lo sumo en 7 iteraciones si no hu-
biera errores de redondeo, porque las direcciones conjugadas for-
man una base para R”. En Golub y Van Loan [6], se establece que
las iteraciones {x;} generadas por el algoritmo satisfacen:

vk =1
Ve +1

k
llx = xilla < 2( ) llx = xolla, ey

Algoritmo 1 Gradientes conjugados

Datos: x°, tal que Axy ~ b
k=0
Calcule el residuo inicial ry = b — Axg
mientras r; # 0 haga
k=k+1
si k=1 entonces
Inicialice p; = ry
sino
Caleule B = rf_ ri1/r{_yri—
Actualice py = ri—1 + BiPi-1
fin si
Calcule o = r]_ ri-1/ PrApx
Actualice x; = xp_1 + g px
Actualice ry = r_] — arApy
fin mientras
retorne x = x;

donde, x es la solucién exacta que satisface Ax = b, k = cond,(A)
e |wlla = VwT Mw. Entonces, podemos verificar también que en
norma-2

vk =1
Vi +1

Por tanto, la tasa de convergencia, depende, principalmente del
nimero de condicién k de la matriz A.

k
e =A™l < ZW( ) llxo = A7 b, (@)

4. Meétodo de Gradientes Conjugados Precondicionado

Cuando la matriz A es mal condicionada, precondicionamos
el sistema Ax = b con una matriz C no singular, para obtener,
Mx = b, donde ¥ = CTx, M = C"'AC™" y b = C'b. Se espera
que la nueva M sea bien condicionada, o bien, que M sea una ma-
triz con autovalores concentrados, de manera que el menor y el
mayor autovalores no estén muy separados. Para implementar el
método podriamos aplicar el Algoritmo 1 y resolver para ¥, luego
al final resolver el sistema adicional CTx = %. Sin embargo, defi-
niendo p; < C7 p; en el algoritmo anterior y haciendo M = CC”,
basado en Golub y Van Loan [6] y en Oliveira y Sorensen [12], el
método de gradientes conjugados precondicionado, presentado en
el Algoritmo 2, llamado también como el algoritmo Mz, obtiene
directamente la solucién para x.

Una aplicacién de este método, para resolver problemas de
programacién lineal de dimensién grande, se encuentra dentro
la aplicacién computacional PCx que fue utilizado por Suiagua
y Oliveira [13] y otros autores que aplican este algoritmo en el
método de puntos interiores, donde el precondicionador se obtie-
ne usando la factorizacién controlada de Cholesky.

Dada una matriz A simétrica y definida positiva, un precon-
dicionador trivial que puede ser ttil es C = diag(A)~', o bien,

©IIMAT 2018-2020
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Algoritmo 2 Gradientes conjugados precondicionado

Datos: x°, tal que Axo ~ b
k=0
Calcule el residuo inicial ry = b — Axg
mientras r; # 0 haga
Resuelva Mz, = ry
k=k+1
si k=1 entonces
Inicialice p; = zo
sino
Calcule B = rl_ k1 /11,2
Actualice py = zx—1 + BrPi-1
fin si
Calcule oy = r]_ zk1/p} Apx
Actualice x; = x;_1 + apy
Actualice ry = ri_1 — arApy
fin mientras
retorne x = x;

C = diag(A)~'/2, donde diag(A) es la matriz diagonal cuya diago-
nal principal es el vector diagonal de A, (a1, a2, - , ann)-

Como se ha considerado en las secciones precedentes, el méto-
do de gradientes conjugados, precondicionado o no, resuelve sis-
temas lineales simétricos de rango completo donde la matriz de
coeficientes tenga su nimero de condicidén razonablemente bueno.

En métodos de puntos interiores de programacién lineal, el
método de gradientes conjugados se aplica en cada iteracion del
método de puntos interiores para determinar la direccién de bisque-
da. La mayoria de los problemas de programacion lineal, como de
NETLIB (www.netlib.org) se resuelve aproximadamente entre
10 y 100 iteraciones. Aunque el método termina en un nimero
finito de iteraciones, para problemas con dimensiones grandes, el
método converge en niimero menor de iteraciones que la dimen-
si6n de la matriz del sistema lineal que estd dado por el nimero
de restricciones. Mas detalles, se puede encontrar en Bocanegra
et al [1], Velazco et al [14] y Sufiagua y Oliveira [13].

Otra aplicacion importante, descrita en Burden y Faires [2],
estd en la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales par-
ciales mediante la aplicacién de métodos de elementos finitos,
donde afortunadamente las matrices involucradas no son tan mal
condicionadas como en el método de puntos interiores.

En quimica computacional, en la optimizacién de estructura
molecular llamado también minimizacién geométrica se minimi-
za la energia potencial de la superficie. Una referencia para este
tipo de aplicaciones esta en Chatzieleftheriou ef al [4].

5. Implementaciones Computacionales

Muchos métodos de optimizacién en alguna etapa de sus ite-
raciones utilizan el método de gradientes conjugados o gradien-
tes conjugados precondicionados si la matriz involucrada queda

mal condicionada. Los programas computacionales que resuel-
ven problemas reales con dimensiones grandes son muy comple-
jos como para listar en cualquier publicacién, pues ellos estin
implementados en lenguajes como C, C++, Fortran, etc. Quizd
las implementaciones mas didécticas estdn escritas en MATLAB
y Python. Algunos enlaces de los métodos de optimizacién o de
implementaciones publicas son

= Implementaciones de gradientes conjugados para diferen-
tes lenguajes de alto y bajo nivel.

= Rutina de gradientes conjugados implementada en la li-
breria de Algebra Lineal de Python

= Implementacién conceptual en Python para problemas pe-
quefios

= Lista de algunos programas computacionales de PL libres
y pagos

» CUTEr: Problemas de optimizacién para pruebas de algo-
ritmos en formato SIF

= Problemas de Programacion Lineal para pruebas en forma-
to MPS

6. Conclusiones

Como se ha mostrado en el desarrollo de las secciones, el
método de gradientes conjugados es uno de los métodos iterati-
vos eficientes para minimizar funciones cuadréticas cuya matriz
principal es simétrica y definida positiva. Este método no fun-
ciona bien si la matriz de la forma cuadrética estd mal condicio-
nada. Una forma de mejorar tal niimero de condicién es aplicar
un precondicionador y aplicar el método de gradientes conjuga-
dos precondicionado segin el Algoritmo 2. Las heuristicas para
encontrar el precondicionador sigue siendo un tema de investi-
gacién. Para matrices muy mal condicionadas, uno de los precon-
cionadores utilizados en la prictica se obtiene por la factorizacién
controlada de Cholesky.
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Resumen

Este trabajo se encuentra en el contexto de divulgacién de conceptos importantes de la Teoria de Control Geométrico, iniciaremos con la descripcién
del concepto de Corchete de Lie a través de la derivada de Lie definida en el espacio lineal de campos de vectores de una variedad diferenciable,
sobre el espacio de derivaciones definidas del espacio de funciones escalares de la variedad sobre el cuerpo de los reales. Esta derivada de Lie es un
isomorfismo que nos permite dotar al espacio lineal de campos de vectores de la estructura de dlgebra el cual se conoce con el nombre de Algebra de
Lie. La extension de la Condicién de Controlabilidad de Kalman a la estructura de variedad diferenciable serd realizada con los Corchetes de Lie y la
biisqueda del subespacio de Lie mds pequefio generado por los campos vectoriales que rigen el Sistema de Control Lineal definido en una variedad

diferenciable.

Palabras clave: Variedades diferenciables, campo de vectores, derivaciones, dlgebras de Lie, sistema de control lineal

1. Introduccion

Considerando una variedad diferenciable M de clase C* de
dimension n que en lo que sigue simplemente serd denominada
como variedad y su espacio tangente T M que es una variedad y
un espacio lineal de dimensién 2n en el sentido que es lineal en
cada fibra, la variedad TM es la unién disjunta de espacios tan-
gentes T,M con p € M. Se tiene que los espacios tangentes estin
relacionados a vectores velocidad de curvas. Dadas las variedades
M y N de dimensiones m y n respectivamente, considerando una
aplicacion entre variedades f : M — N diferenciable de clase C*
induce una aplicacién entre sus espacios tangentes escrita como
Tf:TM — TN que es lineal en el sentido que es lineal en cada
fibra, ver detalles en [1], pdg. 51-73; [2], pdg. 41-61 y [3], pag.
5-21.

* Articulo revisado por el Comité Editorial. El documento corresponde al Pro-
yecto Dindmicas de Control 2017 - 2018.

**En el marco tedrico de la Teorfa de Control Geométrico, es necesario sentar
las bases tedricas en las cuales se aplica el concepto de dlgebras de Lie en la
controlabilidad de sistemas de control.

*B4 ecruz3 @umsa.bo

!Articulo revisado por el Comité Editorial. El contenido es de divulgacién que
da las bases de la aplicacion de la geometria diferencial en el problema de contro-
labilidad de sistenas de control.

La relacion fundamental serd explicita con el concepto de cam-
pos vectoriales que es una aplicacion X : M - TM queap e M
le hace corresponder el vector tangente X, € T, M, que serédn des-
critas como entidades que relacionan los espacios tangentes con
las variedades subyacentes, ver detalles en [1], pdg. 106-121; [2],
pag. 62-84 y [3], pag. 34-41.

El estudio de campos vectoriales de esta manera, es una op-
cién moderna entre otras alternativas. En realidad tienen muchas
conexiones con propiedades familiares. Una vez que se establece
la definicién y las propiedades fundamentales obtenidas directa-
mente del concepto de campo vectorial, las propiedades proce-
dentes con otras serdn establecidas. Para obtener estas propieda-
des, se introduce la nocién de ’derivacién’ (la operacion de tomar
derivadas), para otras presentaciones ver [1], pdg. 176-185; [2],
pag. 255-261 y [3], pag. 69-72.

Esta nocién en principio es dada en forma abstracta, luego in-
terpretada en términos del plano euclidiano. Algunas de sus pro-
piedades serdn obtenidas de manera explicita. Estas propiedades
se relacionan con los de un campo vectorial, por considerar el
conjunto de campos vectoriales sobre una variedad denotado por
x(M). Otra manera alternativa de estudiar las variedades es por
considerar funciones diferenciables a valores reales f : M — R
y denotando al conjunto de todas estas funciones por F(M) que
con las operaciones de suma y multiplicacién definidas de mane-
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ra natural forma un anillo, y con la multiplicacién por escalares
reales es un espacio vectorial, ademds se obtiene que y (M) es un
espacio vectorial sobre F(M), para detalles ver [1], pag. 151-153;
[2], pag. 78.

Una derivacién sobre la variedad M es dada por una funcién
0 : F(M) — F(M) que es lineal y satisface la regla de Leibniz, es
decir, que la funcién se comporta como la deriva en el producto de
funciones, denotemos por D(M) al conjunto de derivaciones sobre
M, el cual es un espacio vectorial sobre R, entonces se obtiene el
siguiente resultado:

Teorema 1.1. El espacio lineal de los campos vectoriales en M,
xX(M) es isomorfo al espacio lineal de derivaciones en F(M),
D(M).

Para otra version de este resultado ver [2], pag. 79. Finalmen-
te, un hecho importante sobre los campos vectoriales es que no
s6lo forman un espacio lineal, sino también forman un algebra. La
ultima parte de este trabajo contiene una discusion de una regla
de multiplicacién (simbolizada por corchetes) denominado Cor-
chete de Lie y algunas de sus propiedades que hacen de y(M) un
algebra que procede del Corchete de Lie, denominada el dlgebra
de Lie, concluimos este trabajo como un ejemplo de dlgebra de
Lie que es usado en las ecuaciones lineales de estado en la Teoria
de Control, sin embargo se debe destacar los Corchetes de Lie son
la base de la Teoria de Control No Lineal que no es abordado en
este escrito.

2. Campos Vectoriales

Sea M una variedad y T'(M) su espacio tangente. Un campo
vectorial, X, es una funcién entre variedades de M a T M tal que
para cada p € M, el campo vectorial en p es un elemento en el
espacio tangente unido en p a la variedad M, la cual es denotada
por X(p) € T,M.

Recordemos que cada punto ¢ en la curva diferenciable c(f)
tiene un vector velocidad, la cual pertenece a una clase con vector
tangente ¢’(¢) y que T}, M es el conjunto de clases de equivalencia
de curvas a través del punto p en t = 0. Una buena eleccién de

L . d
parametrizacion, es considerar a ¢’(f) como el punto (t, 7 (] o

(t,1). Consideremos la curva ¢ en M con dominio / como una
funcion entre variedades; a saber, ¢ : I — M. Sea ¢’(¢) la curva
en T,M: ¢'(0) € [c],, donde [c], es la clase de equivalencia en
p. Como se muestra en la Figura 1, también existe una funcién
inducida T, entre el espacio tangente a I, I X Ry TM, esto es,
Tc:IXR—->TM.

Las propiedades de conmutatividad mostradas en la Figura 1,
indican que ¢’(¢) es la imagen del punto (¢, 1):

() = Tet, ). (1

La definicién de campos vectoriales dice que ¢’(¢) es la ima-
gen de c(f) € M por el campo vectorial X, la cual se escribe como

(1) = X(c(®)). (@)

Te

Figura 1. Aplicacion tangente

Para establecer esta relacion con mas detalle, consideremos en
coordenadas locales donde M puede tomarse como un subconjun-
to abierto de R” y su espacio tangente, 7 (M), es un subconjunto
de R" x R". La ecuacion (1) da el vector tangente ¢’(¢) como:

J() = Te1)
= (c(®,Dc(n)- 1)

d
= (C(t), EC(I))
3)

Por otra parte, podemos escribir X(c(#)) de la forma:

X(c(1) = (c(r), X(c(t)). 4)

La comparacidn de las ecuaciones (2), (3) y (4) muestra que,

d —
Ec(t) = X(c()). (5)

Este es un sistema de ecuaciones diferenciales.

La ecuacién (5) es importante. Proporciona una identificacién
conceptual de un punto mdvil con una funcién de posicién. De
donde se deduce que lo importante de la definicién de campos
vectoriales radica en que la variedad es el lugar donde se locali-
zan todas las condiciones iniciales de todas las curvas cuyos vec-
tores tangentes estdn dados por la ecuacién (5). Son las *curvas
integrales’ de X.

Toda la teoria local de las ecuaciones diferenciales ordinarias
se aplica al sistema de ecuaciones en (5). Su estudio en términos
de variedades da lugar a algunos resultados globales. Un ejemplo
de un resultado global viene dado por el siguiente teorema que se
utilizard en una seccidn posterior.

Teorema 2.1. Sea M una variedad compacta, X un campo vec-
torial sobre My ¢ : I — M una curva integral de X. Entonces el
dominio de c puede extenderse a R.
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Para la demostracion consultar [2], pag. 84-86 y [3], pag. 37.

Una interpretacioén de este teorema, por ejemplo, es que no
existe tiempo de escape finito para soluciones de ecuaciones di-
ferenciales sobre variedades compactas, lo que significa que las
soluciones se comportan bien en cualquier intervalo de tiempo
finito.

3. Derivaciones

Una vez definido los campos vectoriales y demostrado que
determinan el lado derecho de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias, nos referimos al concepto de derivaciones que luego se
mostrard que es equivalente a la de un campo vectorial. El con-
cepto es util también porque generalmente es mds facil realizar
las derivaciones que calcular el vector velocidad directamente.

Sean M una variedad y &(M) el conjunto de todas las funcio-
nes a valores reales que lleva M en R. Puesto que cuando cual-
quiera de ellas se evalia en un punto dado ellos son s6lo nimeros
reales, se pueden sumar y multiplicar cualquiera dos funciones
/> & € &(M) puntualmente de la manera siguiente:

(f +&)x) fx) +g(x)
(fo)(x) f0gx).

Puesto que los lados derechos son operaciones familiares so-
bre niimeros reales, definen los simbolos de la izquierda. (Estas
definiciones, junto con las definiciones sobre la multiplicacién
por constantes y propiedades asociativas, hacen que el conjunto
de funciones reales F(M) sea un *dlgebra’. Un enfoque alternativo
a nuestro desarrollo de variedades utiliza anillos de funciones de-
finidas en conjunto abierto en lugar de cartas porque conociendo
&(M) uno conoce M, para este concepto ver [1], pag. 178-182.)

Una derivacién 0, en (M) se define como una funcién de
(M) a F(M), con las siguientes propiedades:

1. 8(cf) =co(f), ceR.
2. 6(f +g) =06(f) +6(g).
3. 6(fg) = 0(f)g + fO(g).

Las propiedades 1. y 2. dicen que 6 es una funcion lineal en
&(M). La propiedad 3. muestra que la operacién no es lineal cuan-
do el coeficiente de una funcién no es una constante sino otra fun-
cién. Parece sospechosamente como la derivada habitual del pro-
ducto de los funciones. No deberia sorprendernos, pues estas tres
propiedades que definen la operacion de derivacion, 6, abstraen la
idea habitual de una derivada.

Las derivadas son operaciones de diferenciacién que necesi-
tan tres objetos especificados antes de dar un valor, por ejemplo,
un nimero real. Necesitan una funcién para trabajar, un lugar don-
de los resultados pueden ser evaluados, y un encabezamiento le-
jos del punto de evaluacion. La afirmacion 6f(x), o (f)(x), da un
nimero real. La funcién f y el punto de evaluacién x, son explici-
tos. Sin embargo implicito en 6, estan las nociones de los limites
de la diferenciacién y de la direccion de la diferenciacion.

Ejemplo 1. Sea M el plano euclidiano: M = R?. Entonces to-
memos F(R?) como el conjunto de todas las funciones de valor
real con derivadas parciales continuas en todos los 6rdenes. Sea 6
dada por:

0 0
0= EC + a—y
Entonces o of
o(f) = x + 3y (6)

y, por las reglas ordinarias del célculo, se tiene

0(fg) = 6(f)g + f0(g).

Ejemplo 2. Un resultado més general de una derivacion para una
funcion f € F(R?) es

0 0
o) = (x N2+t y)a—’; ™

donde a; y @, también pertenecen a F(R?). La direccién de la
diferenciacién es (a1, @»). De hecho, toda derivacién de F(R?)
tiene la forma de la ecuacidén (7), como se ve a partir de lo que
sigue.

Consideremos una funcién f € F(R?). Entonces la ecuacién

1
f(x,y) = f(a,b) + f %f(a +H(x—a),b+t(y—b))dt
0
es una identidad. Se puede escribir como:

fy) = fla,b)+

L%

(x—a) —(a+tx—a),b+ty—Db)dt
0 ox

laf
+ (- b)f a—(a +t(x —a),b + t(y — b))dt.
0o 0y

Para a y b fijos, esta férmula se cumple para todo x e y.
Siendo

Iaf
gl(x,y)zf —(a+tx—a),b+1t(y—Db)dt
0 [")x

1
0
ga(x,y) = f —f(a +1(x—a),b+1(y — b))dt
o Oy

podemos escribir

f,y) = fla,b) + (x —a)g1(x,y) + (v = b)g2(x,y).  (8)
Definimos dos funciones proyeccion:

piy)=x y paxy) =y 9)

Entonces la ecuacién (8) puede escribirse en notacién de fun-
cién como

f=fla,b)+(p1—a)g + (p2—b)g.
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Aplicando una derivacién arbitraria 6 a f tenemos:
0(f) = 6(p1g1) — ab(g1) + 0(p2g2) — bo(g2)

= 0(p1)g1 + p10(g1) — ab(g1) + 0(p2)g2 (10)
+p20(g2) — b6(g2)

puesto que las propiedades 1.y 3. ofrecen la condicién sobre las
derivadas que 6(a) = 6(b) = 0. Evaluando la expresién (10) en el
punto (a, b) se tiene

6(f)(a,b)

6(p1)(a, b)gi(a, b) + ab(g1)(a, b)
—af(g1)(a, b) + 6(p2)(a, b)gx(a, b)
+b6(g2)(a, b) — bO(g2)(a, b)

= 0(p1)(a,b)gi(a,b) + 6(p2)(a, D)g2(a, b).

De donde se obtiene que

1 1
gi(a,b) = f %(a, b)dt = ﬁ(a, b)f dt = g(a, b),
0 0x Ox 0 Ox

similarmente of
g(a,b) = a—(a, b).
y

Asi, obtenemos
0 0
6=0(p)— +6(p)—
(p1) pp (p2) p
que tiene la forma de la ecuacion (7).

3.1. Resultados a obtener y notaciones

Se ha considerado una derivacién denotado por 6. Sera rela-
cionada con un campo vectorial denotado por X, a través de la
aplicaciéon denotada por Ly, la cual se denominard la Derivada
de Lie. Todos los conceptos se refieren a simbolos utilizados para
elementos del espacio tangente. Estos términos seran vistos co-
mo un gradiente o una derivada direccional cuando se aplique a
funciones reales en el espacio euclidiano ordinario. Esta notacién
basicamente se utiliza para enfatizar diferentes aspectos del mis-
mo conjunto de objetos, para detalles ver [1], pdg. 154-156 y [3],
pag. 69-70.

Las dificultades en la comprension de la notacién comienzan
con las expresiones para los espacios tangentes. Un tnico espacio
tangente T),M, es un espacio vectorial lineal unido a un punto
particular p de la variedad M. La cual esta dotada de la estructura
de los espacios producto, esto es M X R" (en el sentido local, es
decir, para un abierto U de M lo que identificamos es U XR"); que
tiene la siguiente descripcion, un vector tangente puede ser escrito
como el par (p,x), con p € My x € R". Todas las operaciones
vectoriales se realizan en la segunda componente, pero solo tienen
sentido si se realizan en el mismo punto del espacio, es decir,
(p,x) + (p,y) = (p,x +y). Siempre que se discutan operaciones
vectoriales de vectores tangentes, se supone que los objetos de

la operacién residen en el mismo punto de la variedad, incluso
este requisito no es invertido explicitamente. Lo que nos lleva a la
conclusion de que no se definen de otra manera, ver [1], pdg. 107;
[2], pag. 68-74 y [3], pag. 12.

La expresion explicita para el término en R" se escribe como
c’(0), (f o c(0)), f/(0)c’(0) y asi sucesivamente, dependiendo de
las circunstancias de estudio. Estrictamente, estas expresiones se
refieren a la velocidad de la curva en un punto de la variedad, que
es equivalente a un vector tangente en el espacio tangente, una
distincién no siempre considerada de manera clara.

Los aspectos de velocidad de estos términos, que se refiere a
su generacion en una curva sobre la variedad, no siempre pue-
den ser significativos; la tangente que se encuentra en R” lo es.
En este caso se denota como D f cuando se quiere encontrar algo
genérico, se puede considerar en la forma df(m)(m, x) envian-
do un elemento (m, x) de un espacio tangente a otro; esta forma
enfatiza los aspectos del operador lineal de df(m). Si la variedad
original es un espacio euclidiano, entonces d f (m)(m, x) se escribe

. 0 .
explicitamente como (—f(m), x;) donde los paréntesis externos y
i
la coma denotan un producto interno. Esto también puede pare-

1

(0
de 6f = o (a—f) es clara. Es también la forma general para una
Xi
derivada direccional. La misma forma representa X(f) bajo estas
condiciones. Es también la forma que toma una derivada de Lie

cuando opera sobre una funcidn escalar.

of . .
cer como (a—(m), a'], donde su conexién con la forma general
X

4. Elisomorfismo

Con los comentarios anteriores intuitivamente se admite que
los campos vectoriales y las derivaciones son sélo lados diferen-
tes de la misma moneda. Su identificacion entre si es formalizada
por un isomorfismo como espacios vectoriales o lineales. Se de-
mostrard que cada campo vectorial de una variedad M da lugar a
una unica derivacién de (M) (en adelante consideramos a (M)
como el dlgebra de funciones con derivadas de todos los ordenes
a menos que se indique lo contrario) y con el resultado de que
toda operacién algebraica entre campos vectoriales corresponde
el resultado de una operacion algebraica entre las derivaciones
correspondientes.

Recordemos que para f € (M), el rango de la funcién indu-
cidaTf es R X R, es decir

Tf:TM - TR =RxR.
Restringiendo su dominio a la vecindad 7,M de T M se tiene
Tpf =T flr,m-
Obtenemos la siguiente funcién lineal,

T,f:T,M — {f(p)} xR.
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Definimos df(p) por:

df(p) = p2T,f,

donde p, es la proyeccién sobre la segunda coordenada como se
define en la ecuacion (10), p»(a, b) = b.

En general M no es un abierto en R”, para simplificar identi-
ficaciones locales; con el propdsito de evitar complicaciones con
estas identificaciones consideraremos que M es un subconjunto
abierto de R” su espacio tangente 7 M es isomorfo a R" x R", en-
tonces f es una funcion de clase C* a valores reales de n variables
reales. La funcién inducida en el punto (p, x) del espacio tangente
es dada por,

T,f(p)(p,x) = (f(p),Df(p)x) e Rx R

de lo cual el nimero df(p)(p, x) puede ser identificado,

df(p)(p,x) = p2Tp f(p)(p,x) = Df(p)x.

Se puede ver a partir de estas expresiones que df(p) resulta
del operador lineal D f(p) que actdia sobre x.

Puesto que Df(m) es una funcién lineal de R” — R, donde
se tiene un funcional lineal, ademads es un elemento de un espacio
dual a T,,(M), y puede representarse como una fila de »n elemen-
tos con respecto a la base dual de la base candnica del espacio
tangente. Esta notacién de fila es bastante compatible con la no-
tacion explicita de una derivada usualmente encontrada en textos
de célculo avanzado:

af of

Df(m) = @(m),..., P

(m). (1D

Si x‘(x) denota la i-ésima funcién coordenada para la variedad
euclidiana que es valida localmente, se tiene
0 0
df(m)(m,dx) = —f(m)dx1 +---+ —f(m)dx” = Df(m)dx, (12)
Ox! ox"
que es una formalizacion de la expresion usual en textos avanza-
dos de célculo:
!

0 0
df = a—){ldxl ot ai:

Las expresiones en (11) y (12) merecen una segunda mirada
a la idea del comentario de que D f(m) es un elemento del espa-
cio dual al espacio tangente 7,,(M). Sin embargo los términos en
el lado derecho de (12) son nimeros reales, sus factores vienen
de (11) y una columna de dx’. Si los dx' se consideran vectores
unitarios en el espacio dual, (12) es un elemento de ese espacio.
Segtin el método habitual de evaluacién de los coeficientes de un
vector o de un vector dual (o co-vector), los coeficientes de (12)
deben provenir de la accién de elementos unitarios en el espacio
vectorial original a los cuales los dx’ son duales. No se rompe nin-
guna interpretacion de la expresion diferencial usual para tomar

0 0
n _ 1
dx —(dx %+"'+dxnaxn

estos vectores unitarios como Ere
x

La descripcion anterior deja a la expresion de la ecuacion (12)
en una nueva idea. Permite la introduccion de otra notacién, la
derivada de Lie de una funcidn real f, con respecto a un campo
vectorial X. Esta serd escrita como:

Lx(f)(m) = d f(m)(X(m)). (13)

Con respecto a la derivada de Lie se mostrard que es una no-
tacién conveniente cuyo uso puede intercambiarse en forma de
operador diferencial. Dado que las dos formas desplazan diferen-
tes elementos dentro o fuera de paréntesis e intercambian el orden
de la escritura de los factores, la eleccion de la forma utilizada
serd dada en gran medida por el deseo de reducir la notacién, por
lo cual los factores son relevantes en el momento.

La definicién en (13) es puntual, que es valido en cada punto
del espacio tangente y espacio dual o espacio cotangente asocia-
dos con el punto m. Puesto que Lx dard el isomorfismo entre los
espacios lineal de campos vectoriales y(M) y el espacio lineal de
derivaciones de funciones en §(M); Lx f debe ser un elemento de
&(M) y tendremos que extenderla desde la definicién puntual en
(13). Para mostrar que Lx f € &(M), se demuestra que df es una
funcion diferenciable. Esto sigue después de que se muestra que
el espacio cotangente es una variedad. Los detalles son largos y
técnicos. El lector interesado puede leer [? ] para la construccion
del espacio cotangente y para la prueba de que Lx f € F(M). Esto
establece entonces que Lx mapea de F(M) a F(M).

Para mostrar que Lx es lineal, recordemos las aplicaciones
definidas en el espacio T, f, en particular se tiene

Tof: Tw(M) - RxR.
De la ecuacion (13) se obtiene:
Lx(f + &)(m) = d(f + g)(m)(X(m)).
Considerando la expresion en la clase de equivalencia,

d(f +m)lcln = p2-Tu(f +&lcln
= p2A(f +8)m), D((f + &) 0 c)(0))
= D(f oc)0)+ D(g o c)(0)
= pa(f(m), D(f o ¢)(0))
+p2(g(m), D(g 0 ¢)(0))
= p2-Tuflcln + p2- Twglcln
= (p2-Tuf +p2-Twglcln
= (df(m)+dg(m))[cln.
Asi, se tiene que d es aditiva y el resto de la linealidad es
andloga.

El mismo procedimiento que demostré que Ly es un operador
lineal en (M) puede usarse para demostrar que es una deriva-
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cion, es decir,

p2-Tufelcln = pa(fgm), D(fg o c)(0))
= D(fgoo)0)
= D((foc)go)0)
= foc(0)D(goc)0)
+8 0 c(0)D(f o c)(0)
= f(m)D(g o ¢)(0) + g(m)D(f o c)(0)
= f(m)py - Tyglcln + gm)pa - T flcln-

Luego, Lx(fg) = fLx(g) + gLx(f), lo que muestra que cada
campo vectorial X, determina una derivacién sobre F(M).

Observemos también que, a partir de lo que se conoce de T, f,
se cumple lo siguiente

Lx.rv(g) = Lx(g) + fLy(g)

tal que cuando actuia sobre (M), L es una funcién lineal del con-
junto de todos los campos vectoriales al espacio vectorial de de-
rivaciones.

Una funcién lineal de un espacio vectorial a otro es un isomor-
fismo si es uno a uno y sobreyectiva. En el caso presente, es uno a
uno si Lx f = 0 para todo f, significa que X = 0. Para demostrar
este hecho, se muestra que cada elemento en el espacio dual de
T,n(M) estd representado por algin df(m). La prueba de existen-
cia es una construccion de ’particiones de la unidad’ que se puede
encontrar en [? ]. Una vez que se conoce que el espacio dual esta
representado por algin d f(m), la prueba de que L es uno a uno es
simple. Pues, consideremos Lx = 0. Entonces Lx(f)(m) = 0 para
todo f en F(M). Entonces

df(m)(X(m)) =0

es vélido y cada elemento « en el dual de T,,(M) tiene la propie-
dad de que a(X(m)) = 0. Asi, X(m) = 0, y es cierto para cada m
en M.

La funcién es sobreyectiva si cada derivacion surge de la de-
rivada de Lie de un campo vectorial. Recordemos que para R?
hemos demostrado que cada derivacién 6 tiene la forma

0
) = Gl + s

Consideremos el campo vectorial X(m) = (m, a;(m), a(m));

entonces:

Lx(f)(m)

d f(m)(X(m))

f|m + ay(m) fl
dy

ai(m)
luego Lx = 0. En este caso, se tiene entonces que M = R2. Se ha
demostrado el siguiente teorema.

Teorema 4.1. El espacio lineal de los campos vectoriales y(M)
es isomorfo al espacio lineal de derivaciones de F(M).

5. El algebra de Lie

En los espacios vectoriales de los campos vectoriales y el es-
pacio de las derivaciones incorporamos un producto para obte-
ner la estructura de 4lgebra en ambos espacios. Obtenemos este
producto de manera natura, consideremos la composicion de dos
derivaciones que en general no es una derivacion.

Sean 6; y 6, dos derivaciones, entonces de la composicién de
ambas se tiene:

6,01(fg)

(618 + 01 f]
02f91g + 02g91f + f0291g + g0291f.

(14)

Los dos primeros términos estropean la propiedad de deriva-
cién. Por otra parte, notemos que la otra composicién es dada por

0102(fg) = 01 /028 + 01802 f + 01628 + 8016, f.  (15)

Restando la ecuacion (15) de la ecuacion (14) se obtiene

(60201 — 016)(fg) = f(6:01 — 0102)g + g(62601 — 6162) f

de manera que la operacion 6,68, — 6,6, es una derivacion. Esta
operacion de diferencia se denomina conmutador, o corchete de
6, y 6y, y serd representa por

02601 — 616, = [02,01].

Usando la forma de la derivada de Lie como un ejemplo, de-
mostraremos que el corchete obtenido es una derivada de Lie. Con
el objetivo de ser explicitos, consideremos el caso 2-dimensional
la cual es dada por

Lx(N) £ d' @7 f+a2(x) 7ol = [Z( (Y 5 ,)f

y
Ly(f) = bl(x)%f + bz(x)%f = [Zj:(b(x))j%)f'
Entonces
xtf =(a v o+ s ) o
=((alg—izi +a23—)b;)%+(alg—fj+azg—i);)é% (17
! (al (9)6?(29)61 v ax(zgx‘ ) e (al (9x?r29x2 v ax?;xz )) f
y

d d d d
(LyLx)f = (blﬁ +b2ﬁ)(alﬁ +a2@)f (18)
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da' oa'\ 9 da* oa*\ 9
[t 2 1 2
= ((b — +b —) — + (b E +b —axz) Eps (19)

i & » & 219 ), O
a (b Ox'dx! +h 6x26x1)+a (b Ox'dx? b 6x2c9x2))f'

Entonces

(LxLy — LyLx)f = [Lx, Lylf (20)
ob' da' ob! da'\ a
_ 192 _ 194 2% 2% ) 9
((a ox! ox 4 g 6x2) ax!
ob* da® ob? oa*\ 0
177 17 297 27\ Y
(a ox! b ox! 0x? b 6x2) sz)f
0b1 dal\) O
- [Z(Z(a— ‘bﬁ)]%]f
.0
= (Z(c(x))’m)f = Ly f. 21)
7 X

donde (c(x))/ = a"% —bi% y Z es un campo vectorial en £(M).

Al obtener el corchete elimina los términos con derivadas mas
altas de f, dejando una expresion con la forma apropiada para una
derivada de Lie.

El isomorfismo que la derivada de Lie otorga entre campos
vectoriales y derivaciones significa que las operaciones que im-
plican derivaciones tienen operaciones correspondientes que im-
plican campos vectoriales. La operaciéon en campos vectoriales
correspondiente a la operacién de corchete en derivaciones tam-
bién se denomina corchete mas precisamente Corchete de Lie y
se escribe de manera similar.

Un algebra es un espacio vectorial dotado de una operacién
binaria interna que es asociativa. En particular, al espacio vecto-
rial de campos vectoriales sobre una variedad E(M) dotado de la
operacién de corchete de Lie que es bilineal, antisimétrica y sa-
tisface la identidad de Jacobi, es un dlgebra que se conoce como
el dlgebra de Lie.

Si X e Y son los campos vectoriales correspondientes a Lx
y Ly, entonces existe un campo vectorial Z correspondiente a
[Lx, Ly] tal que Z = [X, Y]. El siguiente teorema se cumple:

Teorema 5.1. La operacion de corchete de Lie en el espacio li-
neal de campos vectoriales forma un dlgebra de Lie con las si-
guientes propiedades:

0 [X,¥Y]=-[Y,X]
(@) [X,Y+aZ]=[X,Y]+alX,Z], aeR! (22)
() (X, [Y,Z]] +[Y,[Z,X]] + [Z,[X, Y]] = 0

De hecho, un dlgebra de Lie no es mds que un conjunto de
elementos que forman un espacio vectorial y en el cual se defi-
ne una multiplicacién por la operacién de corchete con las tres
propiedades del Teorema.

6. Aplicacion a Sistemas de Control Lineales

La representacion en el espacio de estados de los Sistemas de
Control Lineales a coeficientes constantes es una buena fuente de
un ejemplo de dlgebra de Lie. Del sistema de control

X =Ax+ Bu

donde x € R”", A una matriz de n X n, B una matriz de n X m
ambas con entradas reales y # : R — R” una funcién constante
por pedazos.

Obtenemos una familia de campos vectoriales, una para cada
u. Sea Z, el campo vectorial que actiia sobre un punto x por lo
siguiente:

Z.(x) = (x, (Ax + Bu)) € T(M) c R" x R".

Suponiendo el punto base x, sea Z, = Ax + Bu. El ejemplo
de un dlgebra de Lie implicard calcular el dlgebra de Lie mas
pequefia que contiene todos los elementos Z, en T,(M). Defini-
mos Z, = X+U)conU = Bu,Z, = (X+V)conV = Bvy
X = Ax = Zy. También a partir de las ecuaciones (22),

[Z,Z,) = [X+UX+V]
= —[X,U]+[X,V]+[UV]

donde se ha utilizado el hecho que [X, X] = O para cualquier X.
Por lo tanto, el dlgebra de Lie generado por Z, es dado por los
conjuntos {X}, que es un conjunto de un elemento, y el conjunto
de campos de vectores {U : U € R"}. Estos corchetes pueden
ser evaluados calculando los corchetes de las derivadas de Lie
correspondientes. Las derivadas son escritos como en la ecuacién
21),

.0
Lx(f)(x) = {Zj](f‘”’@]f

;0
Ly()(x) = [Z(Bu)fﬁ]f.
J

Calculando el corchete para [Ly, Ly]lf = LyLvf — LyLyf,
se ve que todas las segundas parciales se anulan, como se mues-
tra en las ecuaciones (17) y (19). Ademads, como los coeficientes
(Bu)’ no envuelven a x, sus derivadas desaparecen. Por lo tan-
to, [Ly, Ly] = 0. El siguiente corchete a considerar es [Ly, Ly]f,
cuyos primeros términos son Ly Ly :

-0
Ly Z(Bu)lﬁf

(o \o
;Z(Ax)f(@(Bu))ﬁf+S

S,

LxLyf

(23)
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donde S representa las derivadas parciales de segundo orden, los
otros términos desaparecen. El otro término del corchete es un
poco mas complejo (tomar b; como los elementos de By ag como
los elementos de A), luego se tiene

Ly Z(Ax)i%

2.2 sz‘ )y bi"k%(ainxm)%f +S
T

S5 S

Z(ABu)faif +5.

X!

LyLxf =

(24)

Restando la ecuacion (23) de la ultima linea de la ecuacion
anterior se obtiene:

;0
(LyLx)f = (L Lu)f = ) (ABu) 2= f = Lyof.

El campo vectorial correspondiente a Ly serd denotado por
UY = ABu.

La notacién anticipa la definicion de U® = A*Bu, donde A*
es la k-ésima potencia de A. Para ser coherente, U reemplaza a
U. Esta expresion se obtiene por repetir el procedimiento en las
ecuaciones (24) que [Lyw, Lx] = Lya+n. Por lo tanto, uno tiene
que
[UP, x] = U*D = ARy,

El Teorema de Cayley-Hamilton dice que la n-ésima potencia
de una matriz A de nxn es una combinacién lineal de las potencias
inferiores de la matriz, es decir,

Por el Teorema de Cayley-Hamilton, el proceso de obtener los
corchetes de Lie termina con

n—1
(U0, x1=0" = 3 a'U?.
i=0

El dlgebra de Lie tiene la siguiente tabla de multiplicacion:

‘ X] U(j)]
[X, 0 _yGU+h
[ U(k), U+ 0

y cada campo vectorial Z, puede ser escrito como la suma de
campos vectoriales X, vo, ..., un-b,

Cada campo vectorial que puede escribirse en estos términos,
estd relacionado con la nocién de controlabilidad de los sistemas
de control. De hecho, como se conoce el criterio de Kalman pa-
ra la controlabilidad completa del sistema lineal de coeficientes
constantes X = Ax + Bu es que la matriz, cuyas columnas se ob-
tienen de las columnas de A*B, donde A es de n X n, tiene rango
n:

rang(B,AB,--- ,A"'B) = n.

Este es un ejemplo que muestra que la Teoria de la contro-
labilidad de los sistemas estd relacionada con la dimensién del
dlgebra de Lie generada por las familias de campos vectoriales.
La literatura es rica con respecto a la conexién con sistemas no
lineales (véase, por ejemplo, [5]). El dlgebra de Lie de todos los
campos vectoriales sobre una variedad parece ser un objeto muy
dificil de estudiar. Hay muchas preguntas matematicas que en-
vuelven este dlgebra que probablemente no serdn contestadas en
un futuro préximo. Sin embargo, cuando la variedad es un gru-
po de Lie existe una subdlgebra que estd intimamente relacionada
con la estructura del grupo de Lie.

7. Conclusiones

Segtn los resultados descritos se concluye que la descripcién
de los campos vectoriales definidos sobre una variedad diferen-
ciable, como derivaciones de funciones diferenciables definidas
en la variedad diferenciable a valores reales a través del isomor-
fismo, permite dotar al espacio vectorial de campos vectoriales de
un producto denominado Corchete de Lie, de ahi obtenemos la
estructura de dlgebra de Lie.

Finalmente, se describe una aplicacion de lo interesante de ob-
tener dlgebras de Lie, puesto que se constituye en una herramienta
para decidir la controlabilidad de sistemas de control. De manera
mads especifica se tiene la extension de la Condicién de Contro-
labilidad de Kalman a la estructura de variedad diferenciable por
medio de Corchetes de Lie y la biisqueda del subespacio de Lie
mds pequefio generado por los campos vectoriales que rigen el
Sistema de Control definido en una variedad diferenciable.
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Resumen

En este articulo de divulgacién definimos algunas de las propiedades fundamentales de la teoria ergddica de sistemas dindmicos: ergodicidad,
sistemas misturadores, decaimiento de correlaciones, teorema del limite central y de el teorema de grandes desvios. En la tdltima seccién introducimos
los sistemas expansores que es la clase de sistemas mds simple que verifica las propiedades recientemente mencionadas. Se da un bosquejo muy simple
de algunos de los argumentos en el estudio de la dindmica estocdstica de sistemas expansores.

Palabras clave: Sistemas dindmicos, teorfa ergddica, aplicaciones uniformemente expansoras.

1. Introduccion

Supongamos que la evolucién en el tiempo de un proceso de
la naturaleza esté descrito por una transformacién f : M — M en
alguna variedad M. Las cantidades fisicamente observables co-
rresponden a funciones reales ¢ definidas en el espacio de fase M.
Entonces los datos experimentales del sistema tendran usualmen-
te la forma de sucesiones de “mediciones” ¢(f/(x)), donde z € M
y j = 0. De esa informacidn se intenta extraer las propiedades
intrinsecas principales del proceso dindmico en consideracion.

Con frecuencia estas sucesiones temporales ¢( f/(x)) se com-
portan de manera complicada y “errdtica” cuando j varia en el
tiempo, inclusive para leyes de evolucién sencillas f. Es mds, las
sucesiones temporales pueden depender sensiblemente del estado
inicial del sistema: modificaciones arbitrariamente pequefias de
x € M tipicamente implican valores considerablemente diferen-
tes de ¢(f/(x)) para j grande. Tales comportamientos “cadticos”
significan que la dindmica puede ser dificil de entender en térmi-
nos deterministicos y que el andlisis estadistico de las sucesiones
temporales puede dar mejores resultados.

% jsantamaria@fcpn.edu.bo (Jimmy Santamaria)
!"Trabajo financiado por la Carrera de Matemética de la Universidad Mayor de
San Andrés dentro del proyecto Sistemas Dindmicos y Aplicaciones.

2. Medidas fisicas

Una pregunta bdsica es la existencia de medias temporales

asintoticas
n—1

1 .
Edp) = lim ~ ZO] e(f1()

para “muchos” puntos x € M. Claramente, E,(y) existen siempre
que x es un punto periddico de f. Mas generalmente, el teorema
ergddico de Birkhoff afirma que las medias temporales asintoti-
cas existen para casi todo punto, para todo observable continuo,
respecto a cualquier medida de probabilidad f- invariante. Este
hecho es bastante relevante si f preserva volumen, i.e. f deja inva-
riante alguna medida de Lebesgue en la variedad M. Sin embargo,
medidas invariantes arbitrarias pueden carecer de significado fisi-
co. En general, “muchos” significard “en un conjunto de medida
Lebesgue positiva”.

Aun mads, se quisiera entender cuando la media temporal asint6ti-
ca es independiente del punto inicial. Supongamos que para toda
funcion continua ¢ : M — R la media asintética E,(¢) es inde-
pendiente del punto x tomado en un conjunto de medida Lebesgue
positiva B ¢ M. Entonces

o E(p) = Ex(p) (cualquier x € B)

define un operador lineal no negativo en el espacio C°(M, R) de
funciones reales continuas que por el teorema de representacién

©IIMAT 2018-2020

Carrera de Matematica FCPN-UMSA



J. Santamaria / Revista Boliviana de Matemdtica — UMSA 04 (2020) 17-21 18

de Riesz, ver [1, Cap. 2], estd asociado a una medida de Borel u
en M por:

n—1

1 .
f pdp = E(p) = lim p ; @(f7(x))

(cualquier x € B).

Observemos que tal medida u puede ser “fisicamente obser-
vada” por el calculo de las medias temporales de funciones conti-
nuas para puntos x € M elegidos aleatoriamente (existe probabili-
dad positiva de elegir x € B). Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.1. Una medida de probabilidad f- invariante u es
una medida fisica o SRB (por Sinai-Ruelle-Bowen) de f si existe
un conjunto de medida Lebesgue positiva de puntos x € M tales
que

1 n—1 )
f pdu=E(p) = lim ~ Z(; (). (M

para cada ¢ € C°(M,R). El conjunto de puntos x € M que sa-
tisfacen esta propiedad es denominado cuenca ergddica de u y se
denota por B(u).

Se cree que las medidas SRB existen en gran generalidad sin
embargo su existencia solo se conoce para ciertas clases de sis-
temas, por ejemplo para aplicaciones expansoras. Por otra parte
existen sistemas que no admiten una medida S RB, ver el ejemplo
debido a Bowen en [2, p.8], [3, p.7] o [4, p.3].

3. Sistemas con “pérdida de memoria”

En la teorfa de sistemas dindmicos es importante compren-
der la “pérdida de memoria” y la “creacién de informacién” los
sistemas con la evolucién del tiempo. Por ejemplo, estudiar co-
mo Orbitas comenzando en puntos préximos “olvidan” este hecho
rdpidamente: la evolucién de cada 6rbita genera nueva informa-
cién que no puede ser deducida de la informacion inicial, ni de
la evolucién de otra 6rbita. Existen varias propiedades que pre-
tenden entender el comportamiento de sistemas con estas carac-
teristicas.

3.1.  Sistemas ergddicos

Un sistema se dice ergédico cuando para cada observable la
media temporal asint6tica es independiente del punto.

Definicion 3.1. Sea f : M — M y u una medida f-invariante.
Se dice que el sistema (f, i) es ergddico si satisface alguna de las
siguientes propiedades equivalentes:

= Si A C M esinvariante, i.e. f'(A) = A, entonces u(A) = 0
ouA) =1.

= Para p-casi todo punto x:

n—1

1 .
f pdu= lim - Z ¢(fi(x)) paratodo ¢ € CO(M,R).
n—+oo n =

3.2.  Sistemas misturadores

Sea f : M — M y p una medida invariante por f. Queremos
medir en que medida observaciones ¢( f/(x)), hechas para j gran-
de, son afectadas por valores iniciales y/(x) de algin observable
dado ¢ : M — R (posiblemente con iy = ¢). Para entender este
fenémeno consideramos las funciones de correlacion

Cn(‘ﬁ,‘ﬁ):f(<ﬁ°f")l//dﬂ—fgodyfl//dy

Notemos que C,(¢,¥) = 0 significa en términos probabilisticos
que ¢ o f" y iy son variables aleatorias independientes.

Definicion 3.2. Un sistema (f, u) es misturador si C,(¢, %) — 0
para cada par de observables ¢, .

Notemos que en un sistema misturador (f, ) las variables
aleatorias ¢ o f" son cada vez menos y menos dependientes de
la variable aleatoria ¥ cuando n — oo.

Definicion 3.3. Un sistema (f, u) es exponencialmente mistura-
dor o tiene decaimiento exponencial de correlaciones si existe
7 < 1y para cada par (¢, y) existe C > 0 tal que

|ICu(p, )] < C7"  paratodon > 1.

Observacion 3.1. La nocién de sistema misturador o de decai-
miento de correlaciones siempre es relativo a un espacio funcional
adecuado, es decir ¢ y ¥, en las Definiciones 3.2 y 3.3, pertenecen
a un espacio de Banach de funciones ¥ . En particular la existen-
ciay el valor de 7 en la Definicién 3.3 dependen de ¥ .

4. Aleatoriedad

Otra importante caracterizacion de casi independencia (mds
precisamente de débil correlacidn) de observaciones sucesivas pue-
de ser dada en términos de los teoremas del limite central y de
grandes desvios. Ambos resultados describen las oscilaciones de
las medias temporales finitas

1 n-1 )
= > o)
ng

alrededor del valor esperado f ¢du. Empezaremos recordando re-
sultados clasicos de probabilidad.

Teorema 4.1 (Teorema del limite central para v.a.i.i.d.). Sean
X0, ..., Xn, ... variables aleatorias independientes idénticamente
distribuidas (v.a.i.i.d.) con valores en R, con media X = E(X,) <
oo y varianza 0 = E((X, — X)?) € (0, +0). Entonces, dado cual-
quier intervalo abierto A € R, la probabilidad de

n—1
1 _ 1 P
W ];(Xj -X)eA convergea jA‘eXp (—ZT._Z) dt

2no

cuando n — oo,
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Teorema 4.2 (Teorema de grandes desvios para v.a.i.i.d). Sean
Xo,oo s Xpeoon X y o como en el Teorema 4.1. Supongamos que
E(e™) < oo para todo t € R. Entonces, dado cualquier € > 0, la
probabilidad P(n, €) de

n—1
1 _
- § X;-%)|>e€
n <

converge a cero exponencialmente rdpido cuando n — oo en el
sentido que
1
lim sup — log P(n, €) < 0.
n—oo N
Cada uno de los dos tltimos teoremas es parte de una fami-
lia de resultados relacionados que incluyen enunciados considera-
blemente mds sofisticados. Ver el Apéndice B de [3] por pruebas,
informacién adicional y referencias.

Definicion 4.1. Un observable ¢ satisface el teorema del limite
central para (f,u) si existe o > 0 tal que para todo intervalo
A c R se tiene que

1 ©

1
M — i( —f d)eA
\/ﬁj:() (s0(f X)) wdu

1 f ( 1 )
exp|—-=—] dt,
2o Ja 2072

Definicion 4.2. Un observable ¢ satisface el teorema de grandes
desvios para (f, u) si dado € > 0 existe h(e) > O tal que

Uixe

tiende hacia

cuando n — 0.

n—1
HuixeM: rlzz(gp(fj(x))_f‘pd“) > el < gh®
j=0

para n suficientemente grande.

Cuando ¢ tiene decaimiento de correlaciones suficientemente
rapido satisface los teorema de los grandes desvios y del limite
central, lo que significa en algin sentido, que las observaciones
temporales individuales se comportan de manera “esencialmente”
aleatoria en intervalos grandes de tiempo.

5. Perturbaciones aleatorias

A menudo, la formulacién matemética f : M — M de un pro-
ceso fisico dado involucra simplificaciones, donde la parte “prin-
cipal” del proceso es aislada (esta parte es lo que f describe) y
ciertos elementos no son contemplados por ser muy complicados
para ser tomados en consideracion y se espera que su influen-
cia sea suficientemente pequena para que puedan ser descartados.

Es claro que este proceso requiere una justificacion especialmen-
te si como es frecuente el sistema simplificado, representado por
f, resulta ser estructuralmente inestable, i.e. aplicaciones g ar-
bitrariamente cerca a f tienen comportamientos dindmicos muy
diferentes a f, ver [3, Seccién 1.5] para la definicion precisa de
estabilidad estructural.

En muchas situaciones en las que estos elementos descartados
no son completamente entendidos, o son muy complicados para
ser expresados efectivamente en términos deterministicos, se pue-
de pensar que ellos son un especie de “ruido” aleatorio. La esta-
bilidad estocéstica significa que la presencia de pequefios ruidos
tienen un efecto pequefio en el comportamiento asintético de f.

Comenzaremos describiendo dos modelos importantes de per-
turbaciones aleatorias de sistemas dindmicos discretos. Sean f :
M — My U un conjunto abierto de M tal que f(U) es relati-
vamente compacto en U. El nivel del ruido que consideraremos
€ > 0 siempre es menor que la distancia de f(U) a M \ U de tal
forma que las 6rbitas aleatorias no pueden escapar de U.

5.1. Modelo de cadenas de Markov

El modelo de perturbaciones aleatorias por cadenas de Mar-
kov estd definido por una familia {p.(:|z) : z € U, € > 0} de medi-
das Borelianas de probabilidad tales que p.(:|z) estd soportada en
la bola de radio € con centro en f(z). Las orbitas aleatorias son su-
cesiones {z j} donde cada zj;1 es una variable aleatoria distribuida
con probabilidad pc(:|z;).

Una probabilidad y. es estacionaria para la cadena de Markov
si

He(E) = f Pe(E, 2)dpe(z) 2

para todo conjunto Boreliano E C U. Equivalentemente, el pro-
ducto semidirecto de medidas p, x pY dado por

AP 20215 -+ 5 Zns - - ) = He(d20)pe(dzi|20) - - Pel@znlzn-1) - -+

es invariante por el shift 7 : U x UN — U x U" en el espacio de
Orbitas aleatorias {z it 0}. Por el teorema ergddico, la media
temporal de toda funcién continua ¢ : U — R

1 n—1 1 n—1 )
B = lim > (z) = lim ~ (0 70)(F/(2)
j=0 Jj=0

existe en un conjunto de medida g, x pY total en el conjunto de
orbitas aleatorias z = {z j}.
Observacion 5.1. Medidas estacionarias siempre existen si las

probabilidades de transicién p.(-|z) dependen continuamente en
la topologia débil*, ver el Lema D.1 de [2].

5.2.  Modelo de iterados aleatorios de aplicaciones

En este modelo se consideran sucesiones obtenidas por ite-
raciones z; = g; o ---gi(2o) de aplicaciones g; elegidas aleato-
riamente en bolas de radio € con centro en f. Consideremos una
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familia {v, : € > 0} de probabilidades en el espacio de aplicacio-
nes C’, para algin r > 1, tal que el soporte de v, esta contenido
en la bola B(e, f). La orbita aleatoria asociada a (zo, g) es la su-
cesién z; = gj o -+~ g1(z0), donde los g; son variables aleatorias
independientes distribuidas segun v,.

Una medida y, se dice estacionaria para este modelo de per-
turbacidn si para todo conjunto Boreliano E C U se tiene

pe(E) = f pe(g (E))dve(g). 3)

5.3.  Relacion entre ambos modelos de perturbacion

A una familia de probabilidades {v : € > 0} que determinan
un modelo de perturbacién aleatoria de f esta asociada un cadena
de Markov definida por

Pe(El2) = ve({g @ g(2) € ED).

En esta situacion p, es una medida estacionaria en el sentido de
(2) siy solamente si lo es en el sentido (3). En este caso las proba-
bilidades p.(-, |z) varian continuamente con z, por tanto medidas
estacionarias existen, ver la Remarca 5.1.
Notemos que para cualesquiera conjuntos medibles
Ao,A], Ce ,Am cU,
el conjunto

(e X VI)({(20, 8) : 20 € A0, 81(20) € Al -, 8+ 81(20) € An))

esigual a

=f due(zo) fX{gligl(Zo)EAlldVE(gl)"'
Ao

..fX{gm:(gm'“gl)(ZU)EAm}dVE(gm)

=f d,uE(ZO)f pe(dyl|10)f pe(dymlym—l)
Ao Ay A

= (e X PY(Ag X Ay X -+ Ap).

Es decir que la estadistica de las 6rbitas aleatorias obtenidas
por iterados aleatorios son reproducidos fielmente por la cadena
de Markov asociada.

Hemos visto que cualquier esquema de aplicaciones aleato-
rias puede ser realizado con una cadena de Markov. El problema
inverso es discutido por Kifer en [5, Seccién 1.1].

5.4. Estabilidad estocdstica

Supongamos que existe una tnica medida estacionaria y, para
todo € suficientemente pequeno. Entonces

n—1

1

P Z‘P(Zj) - fwd/lg
j=0

para casi toda 6rbita aleatoria {z j} y toda funcién continua ¢.

Definicion 5.1. El sistema (f, u) es estocdsticamente estable bajo
el esquema de perturbacion {v. : € > 0} (0 {p.(:lz) : z€ U,e > 0})
si e converge a u en la topologia débil*:

11’r1(1)‘f<,0d;16 = f(,od,u para toda funcién continua ¢ : U — R.
(Sad

6. Transformaciones uniformemente expansoras

Se dice que f : M — M es (uniformemente) expansora si
existe una métrica Riemanniana || - || en M y una constante o > 1
tal que

[IDf(x)v|| > o|lvl| paratodoxe Mytodove T .M. (4)

Notemos que la existencia de o > 1 en (4) es una condicién C 1
abierta, i.e. transformaciones de M suficientemente cerca a f en
la topologia C' son también expansoras.

Ejemplo 6.1. Sea F : R” — R” una aplicacion lineal tal que
F(Z") c Z". Entonces existe una tnica aplicaciéon f en el to-
ro n- dimensional M = R"/Z" tal que f omr = 7o F, donde
m: R" — M es la proyeccion candnica. Si todos los autovalores
A1,...,4, de F tienen norma estrictamente mayor que 1 entonces
f es expansora: cualquier 1 < o < min; |4;| verifica (4).

Teorema 6.1. Sea f : M — M una aplicacion expansora de
clase C'*™ para algiin vy € (0, 1]. Entonces,

= f admite una vinica medida de probabilidad yy que es abso-
lutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue.
Es mds, ug es ergodica, su soporte coincide con M y su
cuenca de atraccion B(uy) es un subconjunto de M de me-
dida Lebesgue total. En particular, g es la inica medida

SRB de f;

= (f, 1o) es exponencialmente misturador y satisface el teore-
ma del limite central en el espacio de Banach de funciones
v- Holder continuas para cualquier v € (0, vp];

» (f, o) es estocdsticamente estable bajo perturbaciones de
iterados aleatorios de aplicaciones.

Las demostracién del Teorema 6.1 estd basada en que las pro-
piedades ergddicas de f pueden ser derivadas de propiedades es-
pectrales de su operador de transferencia, también llamado opera-
dor Perron-Frobenius, actuando en algin espacio conveniente de
observables ¢ : M — R. El operador de transferencia asociado a
la transformacién expansora f : M — M esté definido por

o(x)

(L)) = Z m,

fo=y

note que la suma es sobre un nimero finito de términos. Una con-
secuencia inmediata de la definicién y de la férmula de cambio de
variables es

f (Lo dm = f oW o f)dm, )
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donde m es la medida de probabilidad de Lebesgue en M. La re-
lacién (5) implica, en particular, que los puntos fijos de £ estin
directamente relacionados con medidas invariantes por f que sean
absolutamente continuas respecto a m. En efecto, si ¢y es una fun-
cién no negativa en L' (m) satisfaciendo Ly = ¢, entonces

- _%
[ o dm

es una probabilidad f invariante, claramente o < m. Reciproca-
mente, si una medida finita f-invariante g es absolutamente con-
tinua con respecto a m entonces la derivada de Radon-Nikodim
@o = duo/dm satisface Loy = ¢y.

Para probar la existencia de un punto fijo para el operador £
se usa la nocién de métrica proyectiva asociada a un cono convexo
en un espacio vectorial introducida por G. Birkhoff. Precisando,
se construye un cono C en el espacio de funciones Holder con-
tinuas que es aplicado estrictamente dentro de el por el operador
L, se concluye que £ : C — C es una contraccion, con respecto
a la métrica proyectiva asociada a C, y la primera afirmacién del
Teorema 6.1 se deriva de este hecho.

La propiedad de contraccién permite que podamos describir
mejor las propiedades espectrales del operador £ y demostrar que
(f, po) tiene decaimiento exponencial de correlaciones en el espa-
cio de funciones Holder continuas. En esta etapa de la demostra-
cién del Teorema 6.1 se analiza la velocidad de convergencia al
equilibrio:

Ho m

fl(gm) — ( f @ dm)uy.

La prueba que el sistema (f, i) satisface el Teorema del limi-
te central esta basada en las estimativas obtenidas al estudiar el
decaimiento de correlaciones y el siguiente teorema abstracto del
limite central para sistemas dindmicos:

Teorema 6.2. Sean (M, A, 1) un espacio de probabilidad, f :
M — M una aplicacion medible, u una probabilidad f-invariante
ergédica 'y ¢ € L*(u) tal que f(bd,u = 0. Sea A, la sucesion
no creciente de o-dlgebras definidas por A, = f(A), n = 0.
Supongamos que

D E@AL < oo.
n=0

Entonces el niimero o > 0 tal que

o= [Gaur2) [ oo
n=1

es finito y o = 0 si y solamente si ¢ = u o f — u para algiin u €
L?(u). Por otra parte, si o > 0 entonces para cualquier intervalo
A C R se tiene

I 1 P2
plxeM : W}Z:;‘(j)(f/(x))eA - fAexp(—F)dt,

o

cuando n — oo,

Para estudiar perturbaciones aleatorias se desarrolla un anali-
sis de un operador de transferencia “perturbado”para probar la
estabilidad estocdstica. El método también implica estabilidad es-
tadistica: 1a aplicacién f +— ug es continua en la topologia C'*,

Las primeras dos afirmaciones del Teorema 6.1 son esencial-
mente debidas a Ruelle [6]. Sin embargo, el esquema presenta-
do para la prueba del limite central en el Teorema 6.1 se debe a
[7]. La estabilidad de aplicaciones expansoras por perturbaciones
aleatorias con cadenas Markovianas fue probada por primera vez
por Kifer en [3, 8].

Existe la nocién de aplicaciones no uniformemente expanso-
ras y existe un andlisis estadistico correspondiente, ver [9].

7. Conclusiones

Los sistemas dindmicos, como disciplina, tuvieron sus orige-
nes con la introduccién de métodos cualitativos en problemas pro-
venientes de la mecénica celeste por Poincaré. Los resultados que
se mostraron en esta nota, son de otra naturaleza, pertenecen a
la Teoria Ergddica, que es el estudio del comportamiento a largo
plazo de un sistema dindmico partiendo de casi todo punto inicial
respecto de una medida en el espacio de estados. Los sistemas
dindmicos inducidos por una transformacién expansora son un
paradigma que existen sistemas deterministicos cuyo comporta-
miento a largo plazo puede ser tan complejo que algunas propie-
dades similares a las propiedades estocdsticas pueden ser obser-
vadas. Los sistemas expansores son un subclase de los sistemas
llamados hiperbdlicos, estudiados en los afios 60 especialmente,
cuyos comportamientos son similares a los presentados en esta
nota.
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Resumen

En este trabajo desarrollamos condiciones necesarias para la existencia de soluciones de una inclusion diferencial cuando se da una condicién inicial.
Desarrollamos condiciones que involucran los conceptos de semicontinuidad superior y semicontinuidad inferior.
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Introduccion

Este es un trabajo monogréfico, resultado de una investiga-
cién bibliografica y se presenta a fin de justificar las actividades
de investigacion dentro del Instituto de Investigacion Matematica
de la Universidad Mayor de San Andrés. No pretende presentar
resultados originales. Esta desarrollado en base a [3].

En la primera seccion se describen los conceptos de multi-
funcién, semicontinuidad superior y semicontinuidad inferior; y
se dan algunos resultados que caracterizan los conceptos de se-
micontinuidad. En la segunda seccién, se plantea el problema ti-
po problema de Cauchy para una inclusién diferencial, donde se
destaca la multifuncién que esta a lado derecho de la inclusién di-
ferencial. En las dos ultimas secciones se plantean los resultados
de existencia de soluciones del problema planteado, manejando
condiciones de semicontinuidad supeirior y semicontinuidad in-
ferior, respectivamente.

1. Preliminares

Sean X y Y dos conjuntos no vacios. Una multifuncion ¢ de
X a Y es una aplicacion que asigna a cada x en X un dnico sub-
conjunto ¢ (x) de Y, es decir, a cada x € X, le hace corresponder
¢(x) C Y. Para denotar una multifunciéon de X a Y escribimos

% wcondori@gmail.com (Condori-Equice Willy )

¢ :X — Y. También decimos que ¢ es una aplicacién punto a
conjuntode X en Y.
Sean ¢ : X — Y una multifuncién y A un subconjunto de Y.
La imagen inversa superior de A, denotada por ¢! (A), se define
como
o' (A) = {xeX: p(x) CA}.

La imagen inversa inferior de A, denotada por ¢;' (A), se define
como
el A ={xeX: g(x)NA#0).

Definicion 1.1. Sean X y Y espacios topolégicosy ¢ : X — Y
una multifuncién.

a) Se dice que ¢ es semicontinua superiormente en x € X,
si para todo abierto W en Y tal que ¢ (x) C W, existe un
abierto V en X que contiene a x que satisface

zeV=op@cW

b) Se dice que ¢ es semicontinua inferiormente en x € X si
para todo abierto W en Y tal que ¢ (x) N W # 0, existe un
abierto V en X que contiene a x y satisface

zeV=2p@NW£D.

c) Se dice que ¢ es continua en x € X, si es semicontinua
superiormente e inferiormente en x.
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La multifuncién ¢ es semicontinua superiormente (inferior-
mente) en X, si lo es en cada punto x de X, andlogamente ¢ es
continua en X si lo es en todo punto x de X.

Ejemplo 1.1. La multifuncién ¢ : [0, 1] — [0, 1] definida por

0
¢(x)={{ }

six<1,

[0,1] six=1,

es semicontinua superiormente en [0, 1], semicontinua inferior-
mente en [0, 1), pero no es semicontinua inferiormente en 1. En
efecto, primero mostremos que ¢ no es semicontinua inferiormen-
te en 1. Supongamos lo contrario y tomemos el conjunto abierto

U= (i, %), como

Uﬂgp(l):(%,%)ﬂ[o,l] %0,

existe un abierto V que contiene a 1 tal que
w(@)NU # 0, paratodo z € V;

peroexisteze V,z< 1,y

11
NU={0}Nn|-,=]=0.
¢ (@) {0} ( 1 2)
Asi, ¢ no puede ser semicontinua inferiormente en 1.
Para probar la semicontinuidad superior de ¢ en 1, considere-
mos un conjunto abierto U que contiene a ¢ (1) = [0, 1]; tomemos
el abierto V = (% 1] en [0, 1] que contiene a 1. Luego, si

7€V =@ ={0} op(z) =[0,1] = ¢(z) c [0,1] c U.

Asi, ¢ es semicontinua superiormente en 1.

Probemos ahora que ¢ es continua en [0, 1). Para esto tome-
mos x € [0,1) y U un abierto que intersecte a ¢ (x) = {0}; luego
0 € U. Tomemos el abierto V = [0, 1), luego

w(z)=¢(x)={0} c U, paratodo z € V;
por lo tanto ¢ es continua en [0, 1).

Ejemplo 1.2. La multifuncién ¢ : [0, 1] — [0, 1] definida por

(10,11 six<1,
l'[/(x)_{{O} sir=l,

es semicontinua inferiormente en [0, 1], semicontinua superior-
mente en [0, 1), pero no es semicontinua superiormente en [0, 1].

Primero demostraremos que ¥ no es semicontinua superior-
mente en 1. Tomemos el abierto U = [0, 2) que contengaay (1) =
{0} y sea V un abierto que contenga a 1. Entonces, existe z € V'y
z < 1, de donde ¥ (z) = [0, 1] no estd contenido en U = [0, %) y
por lo tanto ¢ no es semicontinua superiormente en 1.

Probaremos ahora que ¢ es semicontinua inferiormente en 1.
Sea U un conjunto abierto que intersecte a ¢ (1) = {0}. Luego,
0 € U. Tomemos V = (%, l] y si z € V, entonces ¥(z) = [0,1] o
¥(z) = {0}; en cualquiera de los casos 0 € ¥ (z) N U. Por tanto, ¢
es semicontinua inferiormente en 1.

Para probar la semicontinuidad superior de  en [0, 1), tome-
mos x € [0,1) y U un abierto que contenga a ¢ (x) = [0, 1]. Para
V =1[0,1), si z € V entonces

Y()=1[0,11cU.

Por lo que ¥ es semicontinua superiormente en [0, 1).

Ahora para la semicontinuidad inferior en [0, 1), supongamos
que x € [0,1) y que U es un abierto que intersecta a ¢ (x) =
[0, 1]. Luego, para el abierto V = [0, 1) que contiene a x, siz € V
entonces

y@QNU=[0,11NU #0.

Por tanto ¢ es semicontinua inferiormente en [0, 1).

El siguiente teorema proporciona una caracterizacion de la
semicontinuidad superior de una multifuncién entre espacios to-
poldgicos, en términos de conjuntos abiertos y cerrados.

Teorema 1.1. Si ¢ : X — Y es una multifuncion entre espacios
topologicos. Entonces los siguientes enunciados son equivalen-
tes:
i) ¢ es semicontinua superiormente en X.
ii) ¢;' (A) es abierto en X para todo conjunto abierto A en'Y.
iii) ¢pi‘1 (F) es cerrado en X para todo conjunto cerrado F en
Y.

Teorema 1.2. Si ¢ : X — Y es una multifuncion entre espacios
topoldgicos. Entonces los siguientes enunciados son equivalen-
tes:
i) ¢ es semicontinua inferiormente en X.
ii) (pi_l(A) es abierto en X si A es abierto en'Y.
iii) go;l (F) es cerrado en X si F es cerrado en'Y.

Teorema 1.3. Sean X,Y espacios métricos y ¢ : X — Y una
multifuncion. Los siguientes enunciados son equivalentes:
i) @ es semicontinua inferiormente en X.
ii) Para cada sucesion (x,) en X, tal que x,, — x, y para cada
Y € ¢ (x); existe una sucesion (yn),ey tal que

Yo >y Y Yp€9(x,), paratodon € N.

iti) Para cada sucesion (x,) en X, tal que x, — x, y para cada
Y € ¢ (x); existen una sucesion (yy) y una subsucesion (x,, )
de (x,) tal que

Ye—=Y Y Ye€¢(xy), paratodo k € N.

Teorema 1.4. Sean X,Y espacios métricos y una multifuncion
¢ : X — Y. Los siguientes enunciados son equivalentes :
i) @ es semicontinua superiormente en x 'y ¢ (x) es compacto.
ii) Para cada sucesion ((x,,y,)) en el Gry, tal que x, — x, se
tiene que la sucesion (y,) tiene un punto de acumulacion en
@ (x).
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2. Planteo del Problema

En un curso elemental de ecuaciones diferenciales uno trata
con el problema de valor inicial

X =ftx) y x0)=x, ey

donde f: XX — X, J =[0,a] y xo € X = R". Las soluciones
(globales) son funciones x : J — X de clase C' que satisfacen (1)
y estas existen si f es continua y no crece tan rapido con respecto
a x, es decir,

lf (£, 0 < e(1 + |x), @)

sobre J X X para algtin ¢ > 0, donde | - | denota la norma eucli-
deana sobre X. La manera mds simple de probar tal resultado es
considerar la ecuacién integral equivalente

x(1) = xo + f f(s,x(s))ds 3)
0

sobre J y aplicar un apropiado teorema de punto fijo al operador
definido por el lado derecho de (2) sobre Cx(J).

El mismo argumento también da una solucién de (3) si f es
s6lo medible en 7, continua en x y tal que (2) se d4 para alguna
funcién ¢ € L'(J), como fue observado por C. Caratheodory. Lue-
g0, el lado derecho de (3) es derivable c.t.p., de donde x(-) es una
solucién absolutamente continua de (1), es decir,

X eL()) y x(t)=x+ f X' (s)ds
0

sobre J y x’ = f(t, x) casi en todas partes sobre J.

Mucho después este concepto de solucion fue apreciado por
la gente que trabaja en teoria de control, relacionada con proble-
mas donde el lado derecho de la ecuacién también depende de
una funcién de control u : J — R™. Las mds interesantes fun-
ciones de control son las funciones “switch” u : J — {-1,1},
luego f(-, x, u(-)) puede ser discontinua. Desde muchos afios, uno
es consciente que s6lo soluciones que satisfagan ciertas restric-
ciones, como x(t) € D C X sobre J, son de interés en muchas
aplicaciones. Como se verd mas adelante,

f(@t,x) € Tp(x)

es la condicién correcta para obtener una solucién x(-) en el con-
junto cerrado D si xo € Dy la funcién continua f satisface (2).

El propésito de esta seccién es mostrar cuanto se puede lograr
si el lado derecho es una multifuncién. En la siguente seccién co-
menzamos con el caso semicontinuo superiormente, que aparece
muy a menudo en aplicaciones.

sobre [0,a) X D “)

3. Lado Derecho Semicontinuo Superiormente

Dados X = R", J = [0,a] c R, un subconjunto cerrado D
de X, una multifuncién F : J X D — X de imagenes no vacias y
Xxo € D, buscamos soluciones absolutamente continuas de

X € F(t,x) c.tp.sobreJ, x(0)= xo. 5)

Ademais, similarmente a lo presentado en (3), se tiene
IF(, 0l < e+ [Ix]) (6)

sobre J X D, donde ||F(t, x)|| = sup{ly|: ye F(t,x)}yc € L'()).
También es obvio que una forma mads débil de (4) estd dado ahora
por

F(t,x)NTp(x) #0 sobre[0,a) X D 7

donde
Tp(x) = {y € X : liminf A”'p(x + Ay, D) = o} @®)

para todo x € D. Bajo estas suposiciones, sin perdida de genera-
lidad reemplazamos (6) por

[|F(t,x)|]| <1 sobreJ XD O]

siempre que sea conveniente.

Lema 3.1. Sea X = R", D c X cerradoy F : D — X una
multifuncion tal que F(x) # 0 para todo x € D. Si

(a) F es semicontinua superiormente y F(x) es convexo y ce-
rrado para todo x € D,

(b) |IF(x)|l < c(1 + |x|) sobre D para algiin ¢ > 0, y

(c¢) F(x) N Tp(x) # 0 sobre D;

entonces (5) tiene una solucion sobre R, para cada xy € D.

Teorema 3.1. Sea X = R", J = [0,a] ¢ R, D C X cerrado, una
multifuncion F : J X D — X semicontinua superiormente tal que
F(x) # 0 para todo x € Dy que toma valores convexos y ce-
rrados, y que satisface (6) y (7). Entonces, (5) tiene una solucion
sobre J.

Demostracion. Considere Xy = R X X con |(7, x)| = |7] + |x|, sea
Dy =JxDyFy: Dy — Xy definido por Fy(t, x) = {1} X F(1, x).
Luego es facil ver que para (7, x) € Dy con T < a tenemos

(1,y) € Fo(r,x) N Tp,(1,x) &y € F(r,x) N Tp(x).

Por la prueba del anterior lema, es claro que podemos aplicar este
resultado para Xy, Dy, Fo y el valor inicial (0, xo). Asi, la primera
componente de esta solucién es 7(f) = t y la segunda es la solu-
cion de (5). O

4. Lado Derecho Semicontinuo Inferiormente
Buscamos soluciones absolutamente continuas de

x' € F(t,x) ctp.sobreJ, x(0)=xy€D, (10)

donde J = [0,al cR,Dc X =R"y F:JXxD — X son da-
dos. Ahora asumimos que F es semicontinua inferiormente o que
F(-, x) es medible y F(t,-) es semicontinua inferiormente. No po-
demos esperar soluciones por medio de soluciones aproximadas,
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yaque si x, € Gx, + y, cony, — 0, x, = xy G es semicon-
tinua inferiormente, entonces lo mejor que podemos obtener es
que x € lim Gx,, pero Gx puede ser mds pequefio que este limite.
Ahora, resultados como el teorema de seleccion de Michael su-
giere buscar selecciones f de F que son suficientemente buenas
para obtener soluciones de (10) al resolver

x = f(t,x) c.tp.sobreJ, x(0)=x€D. (11)

Asi, si mantenemos la condicién mds simple

IF(t, )|l < c()(1 +|x) sobre Jx D, concelL'(J) (12)

entonces se obtiene el siguente teorema de existencia.

Teorema 4.1. Sea X = R", J = [0,a] ¢ R, D C X cerrado,
F:JxD — X con F(t,x) # 0 sobre J x D. Si F es semicontinua
inferiormente con valores cerrados y convexos, y satisface (12) y

F(t,x) c Tp(x) sobre|0,a)x D, (13)

entonces (10) tiene solucion sobre J.

Aqui, obtenemos ademds una solucién C', ya que F tiene una
seleccién continua f.

El punto més interesante de esta seccidn es mostrar que, a
diferencia del caso semicontinuo superiormente, la condicién de
convexidad de los valores de F es redundante. Como menciona-
mos antes, el teorema de seleccion de Michael falla cuando F(z, x)
no es convexo. Antes de entrar en detalles, primero establecemos
lo que queremos probar.

Teorema 4.2. Sea X = R", J = [0,a] ¢ R, D C X cerrado,
F:JXD — XconF(t,x) # 0 sobre J X D. Si F es semicontinua
inferiormente con valores cerrados y, satisface (13) y

IF(, %)l < c(1+1|x]) sobre Jx D,
entonces (10) tiene solucion sobre J.

Note que, por medio de reducciones, podemos asumir sin per-
dida de generalidad que D es compacto y que F satisface

IF@ 0l <1

sobre J X D. Luego, sea f una seleccion de F' y consideremos la
multifuncién

F(t,x) = ﬂ conv/ ((J x D) N By(t, %))

6>0

y el problema

x € F(t,x) ctp.sobreJ, x(0) = xo. (14)

Ya que f(t,x) € F(t,x) N Tp(x), el problema (14) tiene una so-
lucién, por el teorema (3.1). Mostraremos que esta solucién es la

solucién de (11). La idea es hallar condiciones sobre f que garan-
ticen que (11) y (14) tengan el mismo conjunto solucién y luego
mostrar que F tiene una seleccién que satisfaga estas condiciones.
En relacion al primer punto, note que una solucién de (14)
satisface |x’(#)] < 1 casi en todas partes de Jx D, ya que ||f (¢, x)|| <
1; luego |x(f) — x(s)| < |t — s| para todo t € J, de donde (z, x(¥)) €
(s, x(s)) + Kypara t > s, donde K, es un cono en R™! esto es,

K, = {(t,x) eR™!: x| < at} cona > 1. (15)

Ahora, los conjuntos solucién coinciden si f es continua, ya que
luego (14) es (11), pero también es facil ver que ello se da si f
es solo continua sobre K, con @ > 1, esto es, para toda suce-
sién (¢,,x,) € (t,x) + K, tal que (t,,x,) — (¢, x), se tiene que

J(tn, xp) = f(2,%).

Lema 4.1. Sea X = R", J = [0,a] c Ry D C X cerrado. Su-
pongamos ademds que f : J X D — X es continua a lo largo
de Ky, cona > 1, ||f(t,x)|| < 1 sobre J X Dy f(t,x) € Tp(x)
sobre [0,a) X D. Entonces, (11) tiene una solucion absolutamen-
te continua sobre J y los conjuntos solucion de (11) y (14) son
iguales.

Demostracion. Sea xuna solucion de (14). Entonces, J = (U5 Ju
con u(Jo) = 0y paran > 1, los conjuntos J, son disjuntos, ce-
rrados, x'|; es continua y x'(¢) € F(t, x()) sobre J,. Sea J, \ N,
los puntos de densidad de J,,, y sean ¢ € J, \ N,. Luego, hallamos
tr € J, N (t,00) con t — t, de donde x'(#) — X' (1) y

(5,) € (1, x(D) + Ko i (5,) € B, (4, x(12)),

donde d; es suficientemente pequefio. De esta forma x’ = f(¢, x)
sobre (J \ Jo) \ U,>1 N, €s decir x es solucién de (11). O]

Ast, el paso final para la demostracion del teorema (3.1) se
prueba.

Lema 4.2. Sean X = R", M c R X X compacto, F : M — X
(F(x) # 0, para todo x € M) semicontinua inferiormente con
valores cerrados y K es el cono K, de (15). Entonces F tiene un
seleccion continua a lo largo de K. Tenemos el mismo resultado,
si M es localmente compacto.

Demostracion. Siguiendo el procedimiento estandar de la prueba
de Michael, primero construimos una buena seleccién aproxima-
da y luego procedemos de manera usual. Para w € M considera-
mos los entornos W(w) de la forma M N (& + Ks), con € Rx X
y Ks = KN ([0,0) X X) para ¢ > 0, tal que w € int (W(w)), donde
el interior se entiende relativo a M.

1. Sea V = B.(0). Ya que F es semicontinua inferiormente,
tenemos que F~!(y—V) es abiertoen M, y paraw € F~!(y—
V) encontramos W(w) € F~'(y=V). Yaque w € F~'(y-V)
paray € F(w)y M es compacto, tenemos M = [ Ji”, W; con
W; = W(w;) € F~'(y = V). Hacemos los W; disjuntos al
definir My = Wy y M; = Wi\ U;; W; parai > 2, y defina
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f: M — Xtal que f(w) = y; sobre M;, parai = 1,...,m.
Evidentemente, tenemos f(w) € F(w) + V sobre M. Si

w)EM;, w,€(wW+KNM y w,— wo,

entonces w, € (wo+Ks)NM C M; paraalgin 6 > 0 pequefio
y n muy grande; luego f(w,) =y; = f(wp) paraeste n'y de
esta manera f es constante por pedazos y continua sobre K.

2. Sea Vi = B»-«(0). Obtenemos funciones f; : M — X que
son constantes por pedazos, continuas a lo largo de K y tal
que para todo w € M

fi(w) €fic1(w) + 2V
fi(lw) eF(w) + Vy

parak > 2, (16)
parak > 1.

En efecto, el primer paso con € = 1/2da f;, ydados fi, ... fi,
consideramos f; como la f del primer paso con € = 27%, Ya
que G(w) = F(w) N (y; + Vi) es semicontinua inferiormente
sobre el compacto M; y no necesitamos tener valores ce-
rrados para utilizar el argumento del primer paso, hacemos
para M;, G y Vi, lo que hicimos en el primer paso para M,
F y V. Asi obtenemos

donde los conjuntos Mf son disjuntos, luego

P
M; = U "N,
I=i
y podemos continuar con M; en vez de M en el primer pa-
so para obtener fi4; sobre M;, y esto parai = 1,2,...,m.

Evidentemente, (16) implica que f; — f uniformemente
sobre M, para algin f que es continua a lo largo que K y
que satisface f(w) € F(w) sobre M.

3. Sea M localmente compacto, es decir, cada w € M tiene un
entorno U(w) con clausura compacta. Entonces esta cober-
tura abierta tiene un refinamiento (V) ea. Asi, como U, es
compacto, tenemos

mp
U, c U W' con W, = W(wh),
=1

para cada A € A, y un buen orden < de
(Wh:deA i=1,...m)}.
De esta forma podemos tomar los W/[1 disjuntos al definir

MﬁzWﬂ\UWj, con
NGO ={Giw s Wa<Wi y Win Wi =0},

donde W < W significa W < Wy W # W. Evidentemen-
te, los Mﬁ juntos cubren M. Por el caso compacto, halla-
mos una seleccion f/{ continua a lo largo de K sobre M,
y definimos f : M — X por f(w) = fi(w). Entonces f
es una seleccién de F continua a lo largo de K; recuerde
que (V3)aea es localmente finito, luego M N B,(wy) inter-
secta solo un nimero finito de Wi si p es suficientemente
pequefio, y de esta manera (wo + Ks) "M C M siwy € M"
y ¢ es suficientemente pequeiio.

O

5. Conclusiones

En este articulo se presentaron condiciones necesarias para
que una inclusién diferencial, con condicidén inicial, admita una
solucién.

Se consideraron dos tipos de condiciones principales, semi-
continuidad superior y semicontinuidad inferior; cada una de ellas
junto a otras condiciones, dan dos condiciones de existencia dife-
rentes. Dedicamos una seccién para cada uno de los dos criterios.
Los resultados principales estdn dados en los teoremas 3.1 y 4.2.

En un sentido extendido tipo Caratheodory, para ecuaciones
diferenciales ordinarias, se pueden trabajar condiciones de exis-
tencia que admitan soluciones absolutamente continuas para una
inclusién diferencial; estas condiciones constituyen un trabajo fu-
turo si se quiere seguir trabajando en esta linea.
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Resumen

Las ecuaciones diferenciales parciales aritméticas x; =a, x;, = ax" y sus casos particulares son estudiadas en [3], [7] y [8]. En este articulo generali-

(n)

. . . . . . . 4y . —1
zamos el estudio a las ecuaciones diferenciales parciales lineales aritméticas de orden superior de la forma a,x,” + an,lxg’ Dpt aix, +apx = b.
Analizamos ecuaciones con coeficientes constantes, y clasificamos en soluciones exponenciales y las que no lo son.

Palabras clave: Derivada aritmética, Derivadas parciales aritméticas, Ecuaciones diferenciales aritméticas

1. Introduccion

La definicién de derivada aritmética fue incluido en "Putnam
Prize Competition” en 1950, y refinado por E.J. Barbeau [1] en su
articulo "Remark on an Arithmetic Derivative” en 1961. La deri-
vada aritmética inicialmente se define como 1 para los nimeros
primos y usando la factorizacién unica en primos de un nime-
ro natural y la regla del producto del cdlculo se tiene la derivada
aritmética de cualquier niimero natural. Las propiedades y el com-
portamiento de la derivada aritmética estan directamente relacio-
nados con algunas de las conjeturas mas antiguas y estudiadas en
la teoria de ndmeros elemental [2]. Sobre la historia de las deriva-
das aritméticas, sus generalizaciones y lista de referencias ver [7].
Ufnarovski y Ahlander [2] generalizaron este concepto a niime-
ros racionales. Entre otras cosas, resolvieron ciertas ecuaciones
diferenciales aritméticas. La idea de la derivada parcial aritméti-
ca se debe a Kovic [3] para enteros positivos; y en [7] estudian
varias ecuaciones diferenciales parciales aritméticas de primer y
segundo orden y enuncian conjeturas, que son probamos en [8].

En la segunda seccion de este documento definimos la deri-
vada aritmética mostrando que proviene de la derivada usual de
Célculo y damos las interpretaciones geométricas. En la tercera
seccidn definimos una ecuacién diferencial parcial lineal y la ter-
minologia asociada a este concepto. La cuarta seccion es el estu-
dio de las ecuaciones lineales de primer orden. La quinta seccién
es el estudio de las ecuaciones de segundo orden y su generaliza-
cién a orden superior.

% rchoquec@gmail. com (Ramiro Choque C.)

2. La derivada parcial

Denotamos con el simbolo Z al conjunto de los nimero en-
teros, N = {0,1,2, ...}, Z" = {1,2,3, ...}, y P ={2,3,5,7,...}
para el conjunto de los nimeros primos.

Como consecuencia del Teorema Fundamental de la Aritméti-
ca de los niimeros enteros, se tiene la descomposicién (Gnica) en
factores primos de un nimero racional a € Q\{0}

a=+pl - pl.ph..

donde la sucesién aq, @, a3, ... son todos cero, salvo un nime-
ro finito. Queda definida la funcién v,, : Q\{0} — Z dado por
vp,(a) = a;. Podemos escribir a = sign(a) [ ep p*»*“. Definimos
vp(0) = 0 para todo p € P. De esto se sigue que, si x € Q\{0},
existe Unico entero @ y un nimero racional no cero } tales que
x = ¢p®donde ptay ptb.Sesigue que v,(x) = @ que es de-
nominado valuacién p-adica. Para la demostracion de la siguiente
proposicioén ver [9].

Proposicion 2.1. Sean x,y € Q\{0}, p € IP. Entonces

L vy (xy) = vp(x) + v, (y).
2. Vp(x/y) = Vp(x) - Vp(y)~
3. vp(x +y) 2 min{v,(x), v,(y)},igualdad si v,(x) # vp(y).

Diremos que el entero primo p divide al nimero racional a,
denotado p | a, si v,(a) # 0. También decimos que a es divisible
por p o que p es factor de a. La expresién p { a significa que p
no divide a. Por ejemplo 2 | % ya que v»(3/4) = -2 es distinto
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de cero,y 51 % puesto que vs(3/4) = 0. La proposicion siguiente
lista la propiedades bdsicas de divisibilidad que emplearemos con
frecuencia.

Proposicion 2.2. Sean a, b, x,y € Q\{0} y p € P. Entonces

. Siplayptx entonces p | ax

. Siplayptb, entonces p|

. Sip|lbypf1a, entonces p|

.Siplab; ptxy; vp(a) # v,(b), entonces p | ax + by.

. Si a es un entero, entonces la relacion | es la divisibilidad
usual de 7.

I O R S

El inciso 4 de la proposicién anterior se generaliza mediante
induccién matemadtica.

Corolario 2.1. Si p | aj,az,...,a, p{ x1,%2,...,%, y Vp(a;) #
vp(aj) parai < j, entonces p | ajx; + axxp + -+ + GpXy.

Sea a un ndimero racional no cero tal que a = ap“, donde

a € Zy a e Q\{0} Sea ¢ la funcién real dada por ¢(t) = a(p + 1)*

parat € (-1, 1). La derivada parcial de a respecto de p es definida
por

’ . (,D(l) - 50(0) ’

G T fO=7,

De esto, podemos intuir que las derivada aritmética deberia poseer

algunas propiedades de la derivada usual de Célculo. También con

este resultado tenemos la interpretacion usual de la derivada co-

mo la pendiente de la recta tangente de la funcién ¢ en cero. Por

ejemplo 18 = 12 es la pendiente de la recta tangente en cero de

@(t) = 21> + 12¢ + 18 tal como ilustra la figura 2.Como a es pro-

Derivada aritmética: 18} = ¢'(0)

40 &
30

20

#(0)

|
~

|

w

|

)

|

[CR S

ducto de primos, representa drea o volumen cuyos lados, o aristas
son los factores primos respectivamente, y la derivada a;, es inter-
pretado como semiperimetro o semisuperficie. Una interpretacion
mads general se describe en [4].

Como consecuencia de la proposicién 2.1, tenemos

Proposicion 2.3. Sean a,b € Q\{0} y p € P. Entonces

L. (ab), = a,b + ab),.
2. (d"), = na"‘la;, sineZ*.
ba, — ab),
v
A la derivada parcial de a,, respecto de p se denota por a;,

3 " 7\ 14 (2) 3
es decir a)] = (a},),, que también se expresa con a, . Del mismo

modo se definen las derivadas parciales de orden superior.

3. (a/b), =

3. Ecuaciones diferenciales aritméticas

Consideraremos funciones de P X Q en Q. Por ejemplo: p?,
X, px*+2x+ 1,y x23+p donde p € Py x € Q. La grifica de
la funcién z = f(p,x) son curvas de nivel que corresponden a

ntmeros primos. La siguiente figura ilustra la grifica de z = x>+p.

También consideraremos funciones en varias variables de la for-
ma z = f(p, x,X2,...,%x,) donde p e Py x1,x2,...,x, € Q.
Una ecuacion diferencial parcial aritmética de primer orden
es la de forma
7

x, = f(p.x),
de segundo orden

17 /

x, = f(p,x,x,)
y de orden n
(n) _ / n—1)
X, —f(p,x,xp,...,x;) ).

Un ecuacién diferencial parcial lineal de orden n es de la forma
a,,xg“) + an,lxgl_l) +etapx), +agx+b=0.

Cuando b = 0, diremos que es una ecuacién homogénea. Si los
coeficientes ay,as,...,a, no son divisibles por p, diremos que
es una ecuacién con coeficientes constantes (respecto de p). Las
constantes respecto de p, esto es las x € Q tales que p 1 x, son so-
luciones de la ecuacién homogénea, que llamaremos soluciones
constantes. Solo trataremos con ecuaciones diferenciales parcia-
les aritméticas, por simplicidad, llamaremos ecuaciones diferen-
ciales.

Ejemplo 3.1. 5x) + 15x} — 3x = 7 es una ecuaci6n lineal con
coeficientes constantes no homogénea, y la ecuacion xj + 4x} +
3x = 0 es lineal homogénea y no es de coeficientes constantes.
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La mayor parte de las ecuaciones son imposibles de resolver
en forma explicita, pero es impotente saber en que condiciones
se tiene al menos una solucién, por ello enunciamos el siguiente
teorema, cuya demostracion es inmediata.

Teorema 3.1. 1. Si la ecuacion f(p,x) = 0 con p un niimero
primo fijo tiene una solucion % tal que p 1 %, entonces la
ecuacion diferencial x,, = f(p, x) tiene al menos una solu-
cion, la solucion constante X.

2. 8i f(p,p") = np"~! con p un mimero primo fijo y n € 7",

entonces la ecuacion diferencial x), = f(p, x) tiene al me-
nos la solucion x = p".

En la secciones siguientes resolvemos las ecuaciones diferen-
ciales parciales sistemdticamente. Hacemos énfasis a ecuaciones
lineales y de coeficientes constantes. También son resueltas algu-
nas ecuaciones con coeficientes no constantes.

4. Ecuaciones lineales de primer orden

Para p € Py a € Q\{0}, las ecuaciones x), = a, y x}, = ax" son
estudiados en [7] y [8] tanto en la resolucién y nimero de solu-
ciones. En esta seccién analizamos ecuaciones lineales de primer
orden con coeficientes constantes homogéneas y las que no lo son.
El siguiente teorema es incluido por razones de interpretacién y
terminologia.

Teorema 4.1. Sea p un niimero primo con p 1 a € Z\{0}. Enton-
ces
X, +ax=0 )

tiene solucion x = xp~®P, donde p 1 X € Q.

Demostracion. Sea x = ip‘”’k una solucion no cero de (1) tal que
ptxeQ\0}, ptaeZ\{0}ykeZ". Entonces x|, = aip™ 1.
Sustituyendo en (1) se tiene a/)"cp”"k*k’l + a)"cp””k = 0. Esto es

equivalente a
aptt+a=0.

Si k # 1, se deduce que p | a que contradice la hipétesis. Lue-

go, debe ser k = 1, de donde @ = —a, que es un nimero entero
por hipétesis, asi x = Xp~“? es una solucién, cuya verificacion es
inmediata. O

Un propiedad que caracteriza a las funciones exponenciales
es que su derivada es proporcional a la misma funcién. La exis-
tencia de funciones exponenciales respecto a la derivada parcial
aritmética, es una consecuencia del teorema anterior. En efecto.
Sea x = f(p) tal que x), = x, entonces, por el teorema anterior

ptxeQ.

Definimos f(0) = X. En general, si una expresion de la forma
Xp‘”’k donde p t @ € Z\{0}, k € Z* y p t ¥ € Q\{0}, es una

f(p) =x=xp’,

solucién de alguna ecuacién diferencial, diremos que es una so-
lucion exponencial, y si )"cp‘“”"z"”3 es una solucién, diremos que
es una solucion 2-exponencial, donde a1 € Z\{0}, az,a3 € Z" y
p 1 x € Q\{0}. Cuando afirmemos que es una solucién exponen-
cial o que es 2-exponencial, supondremos que se satisface estas
condiciones.

La extension de estas funciones sobre los nimeros raciona-
les positivos poseen puntos donde la funcidn no esta definida tal
como muestra la siguiente figura

No es dificil probar que la ecuacion x}, + ax = 0 no tiene solu-
ciones 2-exponenciales. En la siguiente seccién mostraremos que
existen ecuaciones lineales de orden superior que poseen solucio-
nes 2-exponenciales.

En lo que sigue analizamos ecuaciones lineales no homogéneas.

Teorema 4.2. Sean a, b niimeros racionales no ceros y no divisi-
bles por p € P. Entonces la ecuacion

X, +ax=b 2)
no tiene soluciones exponenciales.

., - k ., .
Demostracion. Sea x = Xp®P una solucién exponencial de (2).
— Ky .
Entonces x, = axp®” **~!. Sustituyendo en (2)

@ =l g5 p™ = b, A3)

axp
Por hipétesis ap® es no cero. Supongamos que ap® + k — 1 =
0, entonces —ap* = k — 1 que es no negativo, asi @ < 0. Por
induccién es ficil probar que p* > k — 1 para todo entero positivo
k. Pero

k—1=—-ap*>p>k-1

que es una contradiccién. Luego ap® + k — 1 # 0. Ahora de (3)
y corolario 2.1 se deduce que b es divisible por p que es una
contradiccion. O

Cuando los coeficientes no son constantes respecto de p, pue-
de existir soluciones exponenciales o no. Un método para hallar
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una solucién de una ecuacion lineal no homogénea, consiste fun-
damentalmente en intuir la forma de una solucién. Uno de los
métodos utilizados es de coeficientes indeterminados, que em-
plearemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.1. Consideremos la ecuaciéon
X, +ax = bp*? 4)

donde a y b son racionales, no ceros y no divisibles por p, y k
un entero positivo. Como el segundo miembro de (4) es una ex-
ponencial, y la derivada de una exponencial es otra exponencial,
es coherente plantear una solucién exponencial de la forma x =
xp*?. Entonces x), = kxp*?. Sustituyendo en (4) kxp*? + axp*’ =
bp*?, simplificando kX + ax = b, luego X(k + a) = b. Cuando
p 1 (k + a), se tiene la solucién exponencial

b
X =
k+a

P

Ejemplo 4.2. La ecuacion x, + ax = bp donde a y b son ra-
cionales no ceros que no son divisibles por el primo p, no tiene
soluciones exponenciales. En efecto sea x = Xp“”k una solucién
exponencial. Entonces afcp””k*k’l + a)"cp"’”< = bp, que es equiva-
lente a

ap+k-2 + a)—cp(tpk—l =b. (5)

Como en el teorema 4.2 los factores potencia del primo p de (5)
son no ceros, lo que implica que b es divisible por p que es una
contradiccion.

axp

El siguiente teorema presenta las soluciones no exponenciales
de las ecuaciones lineales de primer orden, exactamente son dos.

Teorema 4.3. Supongamos que n,m € N, p € P tales que a, b, c €
Z\{0} y m + 1 no son divisibles por p. Entonces la ecuacion dife-
rencial

ax, +bp"x = cp" 6)

tiene dos soluciones no exponenciales:

m+1 m—n

cp cp

~a(m+ 1) + bpmV Cam-n)p '+ b’

Demostracion. Sea x = Xp® una solucién de (6) donde p 1 X € Q
y @ € Z. Entonces x/, = axp®~'. Sustituyendo en (6) aaxp®~' +
bp"xp® = cp™ que podemos escribir en la forma

a—1-m

aaxp +bxp*™" ™ = c. @)

Si @ = m + 1, entonces a(m + )X + bip'™ = c. La hipétesis
garantiza que el factor a (m + 1) + bp"*! no es cero ni divisible
por p, luego X = W no es divisible por p, y por tanto

= me” es una solucion. Si @ = m—n, entonces de (7)
a(m—n)Xp~™ ' +bx = c. Por hipétesis, el factor a(m — n)p’”’1 +b

D o . _

no es cero ni divisible por p, luego x = T no es dlYlSlbl(?
por p, de donde x = m p" " es también una solucién. Si
a € Z\{m + 1,m — n}, de (7) y corolario 2.1 se deduce que p | ¢
que es una contradiccién. O

Ahora consideremos ecuaciones cuya derivada parcial es una
funcién polinomial con coeficientes no ceros constantes respecto
de p. Para fijar ideas, analizamos la ecuacién

X, = ax® + bx +c. (8)

Claramente (8) no tiene soluciones exponenciales. Sea x = xXp®
una solucién donde p { ¥ € Q y a € Z. Entonces X, = axp .
Sustituyendo en (8) tenemos

a—1 =2 2«

axp® = ax p™® + bxp® +c. ©)

Sia = 0, entonces 0 = ax? + b +c, de donde x = % es la solucién
constante (si existe).
Si @ = 1, entonces de (9)

¥ =ai’p’ + bip +c.

Si esta ecuacién tiene una solucién ¥ € Q tal que p t X, entonces
X = X - p es una soluciéon como es facil de constatar.

Sia € Z\{0, 1}, entonces del corolario 2.1 y (9) se deduce p | ¢
que contradice lo asumido. Con el mismo argumento se prueba el
siguiente teorema.

Teorema 4.4. Seap € Py ay,az,...,a, € Q no divisibles por p
y a, y ag no ceros. Entonces las soluciones de la ecuacion

x;, =a, X" +ap X+t ax+ ag (10)

son:

1. soluciones constantes respecto de p (si existen)
2. x =X - p donde X es una solucion de la ecuacion

-n—1_n-1

X=axp" +a, X P+ +aXp+ag

tal que p 1% € Q.

El nimero de soluciones de la ecuacién (10) es a lo mas 2n. El
teorema 4.4 es un teorema de existencia. A continuacién damos
un resultado mas especifico cuando n = 1.

Teorema 4.5. La ecuacion diferencial parcial lineal aritmética
de primer orden no homogénea con coeficientes constantes no
ceros

x; =ax+b (11
. . . ., _ b
tiene exactamente dos soluciones, a saber: La solucion x = -2y
b
X = 1_17
—ap

Demostracion. Sea x = Xp® una solucién de (11), donde @ € Z 'y
p t ¥ € Q\{0}. Entonces (11) es equivalente a

ap® % =ap® +b. (12)
Si @ =0, la ecuacién (12) se reduce a

0=ax+b.
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De donde x = —g que es constante respecto de p, y tenemos la
solucién x = —s. Si @ = 1, la ecuacién (12) se reduce a ¥ =
apx + b, que podemos escribir en la forma

x(1 —ap)=0>.
Note que 1 — ap no es divisible por p, ni puede ser cero, asi

b
l1—ap’

X =

Luego la solucién en este caso es

b
“l-ap

X p-

Si @ € Z\{0, 1}, entonces de (12) se deduce p | b que es una
contradiccion. O

Ejemplo 4.3. La ecuacién diferencial x;, = 3x — 15 tiene dos

soluciones. La solucién constante x = % = 5y la solucién x =
-152 _
32 = 0

Ejemplo 4.4. La ecuaci6n x} = x? = 3x + 2 tiene dos soluciones
x = 1, x = 2 constantes respecto de 3, y la ecuacion x; =x% -
3x + 3 tiene una Unica solucién, x = 2, que no es una solucién

constante.

La resolucién de ecuaciones diferenciales asociadas a funcio-
nes racionales es andlogo a las funciones polinomiales, pero el
nimero de soluciones puede ser menor.

Teorema 4.6. Sea ay,ay,...,a,, by, by,..
por py ag,a, y b, no ceros. Entonces

., b,, € Q no divisibles

-1
Vo= a X"+ a1 X"+ -+ a1x+ ap (13)
P b x™ 4 @ XL+ bix + by

tiene a lo mds max{n,m + 1} soluciones.

Demostracion. Sea x = Xp® una solucién de (13), donde @ € Z y
p 1 x € Q\{0}. Sustituyendo en (13)

a1 _ a, X" p" + anflfc"—lpar(n—l) 4o+ aIp® +ag

by XM pm 4 g, XM-1pam=D 4 b Fpe 4+ by
(14)

axp

Si @ =0, la ecuacién (14) se reduce a

1

0=a,X"+a,1 X +---+ax+ap.

Si esta ecuacion tiene una solucién & € Q tal que p 1 X, entonces
x = X es una solucién de (13). Si @ = 1, entonces la ecuacion (14)
es equivalente a

a,x"p" + an,IX”‘lp”‘l +---+axp+a

I=
b X p™ + @, 1 X"~ pm=l 4 ... 4+ biXp + by

15)

que es equivalente a una ecuacién polinomial de grado a lo mas
max{n,m + 1}. Si la ecuacién (15) tiene una soluciéon x € Q tal
que p { X, entonces x = X - p es una solucién. Si @ € Z\{0, 1}, de
(14) se deduce que p | ag que es una contradiccion. O

5. Ecuaciones lineales de orden superior
Una ecuacién lineal de segundo orden es de la forma
ax, +bx,+cx+d=0 (16)

donde a, b, c y d son numeros racionales, p € Py a # 0. Si p
no divide a, b, c y d, es una ecuacién con coeficientes constantes.
Cuando d = 0 la ecuacién es homogénea. No se pierde generali-
dad cuando se supone que a, b, ¢ y d son nimeros enteros.

Como es usual en ecuaciones diferenciales, primero estudia-
mos las ecuaciones homogéneas. En las ecuaciones homogéneas
es natural buscar soluciones exponenciales.

Teorema 5.1. Sean a,b,c € Z\{0} con p { c. Entonces la ecua-
cion
ax, +bx,+cx=0 a7

tiene una solucion de la forma x = Xp*? donde pt @« € Zy a

satisface la ecuacion auxiliar ac®> + ba + ¢ = 0, y otro solucion
de la forma x = Xp®"" donde p t @ € Z, y « satisface la ecuacion
auxiliar ap*a®+(a+bp)a+c = 0. En ambas soluciones p t X € Q.

.y — k o0 .
Demostracion. Sea x = Xp®” una solucion exponencial de (17).
Entonces

X aph+k—1

P

’”
xl’

axp

alap® +k — Dxp™+2,

Sustituyendo en (17)

aa(ap® +k - l))"cp‘:"’h“k_2 + ba)"cp"phrk_l + w‘cp"pk =0.
Simplificando
aa(ap® + k- Dp* 2 + bap*' +c=0. (18)

Si k = 1, entonces de (18)
aa® +ba +c = 0.

Si esta ecuacidn tiene una solucién « tal que p 1 @ € Z, entonces
x = Xp® es una solucién. Si k = 2, entonces de (18) aa(ap® +
1) + bap + ¢ = 0, asi a € Z debe satisfacer la ecuacién

ap*a® + (a+bp)a +c = 0.

Sipta € Z, tenemos la solucién x = p. Sik € Z\{1,2},
entonces de (18) se deduce que p | ¢ que contradice la hipdtesis.
O

Ejemplo 5.1. La primera ecuacion auxiliar de x} — 3x; +2x =0
esa?—-3a+2 =0, cuyas raices son @ = 1 , @ = 2. Como estos no
son divisibles por 3, tenemos las soluciones x = ¥-33y x = x-3°
donde 3 1 %. La segunda ecuacién auxiliar 9a*> — 8a + 2 = 0 no
tiene soluciones. Las ecuaciones auxiliares de x +3x, —11x =0
son @® +3a — 11 = 0y 4a® + 7a — 11 = 0. La primera ecuacién
no tiene soluciones enteras y la segunda sélo @ = 1 que no es
divisible por 2. Luego la ecuacién tiene solucién x = % - 2* donde
2¢t3X.
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Ejemplo 5.2. La ecuacién x} — 3x} + x = 0 tiene una solucion
x =16 = 2% que es 2-exponencial, pero x; — 3x; + x = 0 no
tiene soluciones 2-exponenciales. Este dltimo ejemplo se puede
generalizar a ecuaciones de orden superior como sigue.

Teorema 5.2. Sea p es un niimero primo mayorany day,ai, . . ., d,
niimeros enteros que no son divisibles por p y ay, a, no ceros. En-
tonces la ecuacion

anxﬁ,") + an,lx;”_l) +o+arx), +apx = 0. (19)
no tiene soluciones 2-exponenciales.

.. I . .
Demostracion. Sea x = ¥p=”” " una solucién 2-exponencial.

- Q@ /)(Y2
Entonces x/, = Xa pn P T

’ P5-1 Denotemos o = a1 p™P"" +
PBylal, =a-(@—1)-(@—2)----(a —n+ 1) el factorial

polinomial de @ € Q. Luego

_ )—Ca,lpar—l

=
|

X = Zaja” [a] p*?

O = xor0” ' [alp

xg,”) = faja @], p®"

Al sustituir en (19) y simplificando el factor Xp« PP

@, P*3—n @ P*3 —(n—

anar@” ' [al,-1p +a, @1 [@)oap D+ (20

@, P*3 —

e+ aiap 1+aO=0.

Como p > n, las potencias de p en (20) son no ceros, se deduce
que p | ap que contradice la hipétesis. 0

Es inmediato verificar que cualquier funcién exponencial no
satisface la ecuacién no homogénea (16), asi s6lo planteamos so-
luciones de la forma x = xp® donde pf x € Q\{O}y pta € Z. A
tales soluciones llamaremos no exponenciales.

Teorema 5.3. Sea p es un primo impar y a,b,c y d enteros no
ceros no divisibles por p. Entonces

ax, +bx,+cx+d=0 21

tiene exactamente tres soluciones no exponenciales:

d —d ,
= 5 X=—
b+cpp 2a + 2bp? +cp2p

x=-d/c, x

Demostracion. Sea x = Xp® una solucién no exponencial. Enton-
ces

x = a)'cp“’l,

x, = ale - DEp®2.

Sustituyendo en (21)
aa(a — Dip®? + baxp® + cxp® +d = 0. (22)

Sia = 0, entonces cx+d = 0, de donde x = —d/c es una solucion.
Sia = 1, entonces bx+cip+d = 0, asi (b+cp)x+d = 0. Note que

b + cp no puede ser cero ni divisible por p. De donde x = b;gp p

es una solucién. Si @ = 2, entonces 2aX + 2bxp + cip> +d = 0.
Factorizando (2a + 2bp + cp>)% + d = 0. Otra vez 2a + 2bp + cp?
no es cero ni divisible por p. De donde x = m;zﬂ_pz p? es una
solucion. O

Ejemplo 5.3. La ecuacion xJ +x;+x—1 = 0 tiene tres soluciones
1,3/4y9/17.

Ejemplo 5.4. Las ecuaciones lineales se pueden resolver forman-
do un sistema de ecuaciones diferenciales tal como ilustra el si-
guiente ejemplo. Consideremos la ecuacién lineal

ay —5d; +6a = 0. (23)
Sea x = a, y = a}. Entonces x;, = y, y;, = —6x + 5y. Para X =

X
( ) € Q?, tenemos
y

X’ y 0 1
X, ="7)= = X = AX.
=) =lees) =5 5)

Supongamos que X = p?P£ es una solucién. Luego

ap™¢ = Ap*ré
de donde A¢ = aé, que significa que @ € Z es un autovalor y £ es
-6 ; con entradas raciona-

les. Con un cdlculo rutinario se establece que @ - 7'* y @ - 7*! son
soluciones de (23), donde 7 r a € Q.

un autovector de la matriz A = (
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Resumen

Se proponen un conjunto de Axiomas, que generalizan los Axiomas de Incidencia de Hilbert con objetos en Dimensiones positivas y negativas,
a partir de Teorfa de Conjuntos. Histéricamente la Geometria se ha basado en el punto, recta, plano y otros conceptos intuitivos basados en una
axiomdtica formalizada desde Euclides hasta Hilbert y Tarski. Por otra parte, el concepto de dimensién de un objeto geométrico ha sido el resultado de
las construcciones axiomadticas o algebraicas de la geometria. En el presente trabajo, inicialmente se construyen los “Z-espacios”, que son abstracciones
y generalizaciones de los objetos geométricos bdsicos, con base en relaciones #, = y u, brindando los resultados mds bésicos de estas e incorporando
un primer axioma. Posteriormente se definen m y M que determinan relaciones entre dimensiones de los Z-espacios y se establecen los axiomas
mads importantes, tanto de incidencia como de unicidad, construyendo sobre ellos las funciones T y |, que permiten construir nuevos elementos de
Z-espacios, con base en otros existentes, ademds de sus propiedades basicas. Luego se realiza un ejemplo a modo de mostrar las construcciones
anteriormente definidas y estructuradas, construyendo los 8 axiomas de incidencia de Hilbert, con base en los Z-espacios, las relaciones ¢, =, u y los
operadores T, |,m y M. Logrando el objetivo central del presente trabajo. Finalmente, se construyen las definiciones y axiomas de Paralelismo Fuerte,
que generan la Geometria Euclidiana y se incluyen propiedades adicionales que fueron desarrolladas en Talleres de Investigacién durante el afio 2017.
Se aclara que durante el afio 2018 existieron nuevos Talleres de Investigacién en la Carrera de Matemaética, donde se realizaron varios complementos
y mejoras al presente trabajo, que serdn presentados en la siguiente edicién de la Revista Boliviana de Matematica.

Palabras clave: Dimensiones, Geometria, Geometria Axiomatica, Axiomas de Hilbert, Axiomas de Incidencia, Dimensiones Negativas

Introduccion otras aplicaciones concretas.

Agradeciendo al gentil lector por su interés en el presente tra-

bai 1d 1ol La cultura Griega hizo significativos avances en la Geometria®,
ajo, pasamos al desarrollo':

sobre todo con el monumental hito de Los Elementos de la Geo-
metria de Euclides aproximadamente en el afio 300 AC 2. En es-
ta obra se define por primera vez en la historia los conceptos de
punto, recta 'y plano. Esto significé a su vez un importante avance
en la abstraccion a nivel de conceptos, ya que estos sirven para
dar fundamento a las figuras y los cuerpos. Sin embargo algunos
conceptos permanecian intuitivos como las congruencias, que un
punto esta entre otros dos puntos y otros.

La Geometria es una disciplina que se viene estudiando desde
hacen méas de cinco mil afios, apareciendo originalmente en Babi-
lonia e India, en esa época se comenzaban a abstraer algunas ideas
basicas como tridngulos, longitudes, dreas, circulos y otros para
resolver problemas practicos como medicion de terrenos, cons-
truccién, astronomia para mejorar los cultivos, etc. El proceso de
abstraccidn era el siguiente: se hacian mediciones concretas, se
generalizaban estas mediciones, se construian propiedades en ba-

i ‘ _ A finales del siglo XIX y principios del siglo XX, el genio de
se a estas generalizaciones y usaban las mismas propiedades en

David Hilbert formaliz6 los conceptos que habian quedado pen-
dientes desde la Grecia antigua, en su libro Grundlagen der Geo-

*Propuesta de Generalizacién de los Axiomas de Incidencia de Hilbert.
*B4 aalberdi @gmail.com

% aalberdi@gmail.com (Andrés Alberdi)
! Agradezco a todos los participantes del Taller de Investigacion los aportes que
han realizado, para poder llegar a la presente version del Documento

0Se aclara que todas las referencias a enlaces de paginas Web se datan al mes
de Mayo de 2017
Zhttp://www.claymath.org/euclids-elements
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metrie 3, que inici6 el tratamiento contemporaneo de la Geometria
Euclidiana y abrid diferentes ramas de la Geometria, muchas de
las cuales se siguen desarrollando hasta nuestros dias. Los con-
ceptos primitivos de esta axiomadtica son: punto, linea, plano, es-
ta entre, estd contenido y congruencia, cuyas propiedades estin
determinadas en su obra.

A mediados de los afios 1960, Alfred Tarski postulé una im-
portante axiomatica de la Geometria # 3, que generalizaba aun
mds los conceptos de Hilbert y la dotaba de propiedades desea-
bles como ser una feoria de primer orden (la axiomatica de Hil-
bert es de segundo orden), ser decidible y ser completa (tomando
en cuenta los teoremas de Godel). Los conceptos primitivos en
esta axiomadtica son: punto, estar entre y congruencia, estas dos
dltimas relaciones se describen en su obra.

El estudio de los fundamentos de la Geometria es vasto, ya
que contiene elementos histdricos, elementos l6gicos, da pié a va-
rias areas de la Matematica e inclusive linda con la filosofia, un
interesante estudio introductorio se puede ver en la Enciclopedia
de Filosofia de Stanford en linea 6.

La motivacién fundamental para esta propuesta se origina en
una charla en el café de la Universidad Mayor de San Andrés
(UMSA) en 1990 con Efrain Cruz y Eduardo Palenque, donde
se converso sobre la posibilidad de la existencia de Dimensiones
Negativas. Luego se tuvo una exposicion en el Primer Congreso
Boliviano de Matemadtica en 1991 planteando esta idea y un Se-
minario Estudiantil sobre Dimensiones Negativas Intuitivas entre
1992-1993 para explorar aun mds estos conceptos. Luego de mu-
chas aproximaciones conceptuales, en Mayo de 2017 aparecieron
los primeros bosquejos de generalizacion y formalizacién de es-
tas ideas, que fueron consolidandose hasta Octubre de 2017, mes
en el que se presentaron por primera vez en el XX Congreso Bo-
liviano de Matematica en ocasién del quincuagésimo aniversario
de la fundacién de la Carrera de Matematica de la UMSA, asi
también se presentd la primera version del presente documento.

Conceptos a Generalizar

Los objetos primitivos o nociones primitivas de la Geometria
que se pretenden generalizar (entre otros) son los siguientes:

= Punto - Este concepto primitivo es el mas sencillo de en-
tender pero el mas dificil de generalizar, debido a que en
cualquier estudio se debe partir de algo, sobre todo en Ma-
temdtica, donde se parte del natural 0, del conjunto vacio y
otros.

3http://www.gutenberg.org/files/17384/17384-pdf.pdf
4http://citeseerx.ist.psu.edu/viewdoc/summary?doi: 10.1.1.27.9012
5 The Bulletin of Symbolic Logic Volume 5, Number 2, June 1999
Shttps://plato.stanford.edu/entries/epistemology-geometry/

= Espacio - Este concepto sobreentendido es el marco en el
cual se presentan las diferentes axiomadticas, es el campo de
accién o universo en el cual se opera.

= Estd contenido - Si aceptamos que los puntos son objetos
que tienen una relacién de pertenencia en el Espacio, esa
relacién es de contencién: un punto estd contenido en un
espacio.

= Recta, Plano - En la axiomadtica de Hilbert se pueden ob-
servar estos conceptos primitivos, que sin embargo no son
nociones primitivas en la axiomadtica de Tarski.

Desde un punto de vista clésico, la presente propuesta sola-
mente trata sobre los axiomas de incidencia en la axiomatica de
Hilbert 7, es decir, generalizar lo siguiente:

= Las nociones primitivas: Punto, Recta y Plano
= La relacién primitiva “yace en”
» Los 8 axiomas de Incidencia

El resto de los Axiomas de Hilbert (Secciones IL, III, IV y V)
pueden ser extendidos considerando los axiomas que se presentan
en presente documento.

En términos de Geometria Vectorial (Geometria desde el pun-
to de vista Vectorial)®, usualmente se consideran los siguientes
resultados:

= El Punto tiene cero dimensiones.

= [a Recta tiene una dimension.

= El Plano tiene dos dimensiones.

= El Espacio (regular) tiene tres dimensiones.

= Se consideran espacios n-dimensionales con dimensiones
mayores a 3, que estan fuera del estudio de la geometria
euclidiana.

De esta manera, se relacionan usualmente los nimeros natura-
les N = {0, 1, ...} con las dimensiones de los conceptos geométri-
cos, clasificandolos de cierta manera a partir de N.

Intuitivamente, los conceptos fundamentales de este documen-
to seran:

1. Z-Espacio: Generalizando los conceptos tradicionales de
los puntos, las rectas, los planos, los espacios, etc., aqui
se llamard Z-Espacio a cualquiera de estos conjuntos, asi
como a los espacios n-dimensionales y a otros objetos abs-
tractos que tendrian dimension negativa.

7Una version simplificada se encuentra en:
https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert’s_axioms

8N.V.Efimov, Geometria Superior Ed. Mir, Capitulo VII Sec 1
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2. Funcion [ ]: Que seria como la funcién inversa de la “Di-
mension”.
3. Relacion t:Generalizando la relacién primitiva “yace en”, a

partir de una relacién binaria entre elementos de Z-Espacios.

4. Relacion =: Contextualiza la igualdad de elementos de Z-
espacios.
. Relacion u:Generaliza la relacion ¢.

. Relaciones 1, |: Generalizan el concepto de “Incidencia”.
. Relacion p: Generaliza el concepto de “Paralelismo”.

o0 N N W

En términos formales, conforme las definiciones y axiomas
que se plantean, el principal dbice para hacer una analogia de
la construccion que se hace en el presente trabajo con la geo-
metria analitica clasica, seria la axiomatica de la teoria de con-
juntos tradicional, que impide las construcciones infinitas de la
forma Vi € N : A;,; € A;, debido al Axioma de regularidad °, que
establece:

A+ > @A eANMVYYEXx >y gA) O

Sin embargo, “es posible construir sistemas de teoria de con-
juntos que contradigan este axioma” ', como ejemplo se tiene
el sistema de ontologia de Lesniewski y el sistema de Quine. Por
otro lado, al estructurar la demostracién de la consistencia del
Axioma de Eleccién y de la Hipétesis del Continuo con los Axio-
mas de la teoria de conjuntos, K.Godel indica que “el Axioma de
Regularidad no es indispensable pero simplifica el trabajo” .

Reforzando estos conceptos, sobre el tema de teorias axiomati-
cas alternativas de conjuntos, existe un articulo extenso, con mu-
chas referencias y bibliografia en la Enciclopedia de Filosofia de
Stanford en linea 3. En el mismo se puede encontrar el Axioma
Anti-Fundacional (Anti-Foundation Axiom - AFA), una de cuyas
equivalencias establece:

Todo grafo tiene una tinica decoracién.'* 1

Para comprender este axioma alternativo se requiere desarrollar
teoria de Grafos, que no es necesaria para el presente documento.

9P.Suppes, Teoria Axiomética de Conjuntos, Ed Norma, pp. 34-35

10Sin embargo, se observa que en el presente trabajo no se utiliza la relacién €
para relacionar dos elementos de los Z-espacios.

1Extraido textualmente de P.Suppes, Teorfa Axiomdtica de Conjuntos, Ed Nor-
ma, pag 36

12Extraido textualmente de K.Gédel, Obras Completas, Ed. Alianza Universi-
dad, pag 237 y 238

1 3https: //plato.stanford.edu/entries/nonwellfounded-set-theory/

14Como se puede apreciar en el punto 2.3 de la cita 12

15Un “Grafo”es un par (G, f), donde f es una relacién en G.
Una “decoracién”de un grafo es una funcién d con dominio G tal que d(g) =
{dh) : (g, 1) € f}.

. m, M: Permiten relacionar elementos de diferentes Z-espacios.

Evitando el ébice previamente mencionado, en el presente tra-
bajo, en lugar de la pertenencia regular € entre elementos de Z-
espacios, se usa la definicién de relacion t con propiedades par-
ticulares descritas mas adelante, evitando asi el uso de sistemas
axiomadticos alternativos como aquellos que incluyan AFA.

En el presente documento se utilizardn como base los concep-
tos y notaciones tradicionales siguientes:

» De Légica Matematica de primer orden como: V,d,=, &
b /\’ v

» De Teorfa de Conjuntos como: | J, X, €, ¢,c, =10, = 17

= Del grupo igualitario ordenado (Z, +), con =, +, —, producto, <

>, <, £, etc.

1. Z-Espacios

En esta seccion se planteardn los conceptos basicos del docu-
mento que son los Z-espacios y la relacion ¢ entre elementos de
Z-espacios consecutivos, con sus propiedades D1 y D2, mas los
operadores ¢* y t., ademds de algunas observaciones y resultados
iniciales que serdn de utilidad para las siguientes secciones.

Sea (Z, +) el grupo de enteros con la suma usual:

Para cada x € Z tomamos un conjunto no vacio, denotado [x],
tal que:
Para todos x,y € Z '8, tenemos que x = y & [x] = [y]

Es decir, tomamos una funcién inyectiva:
[1:Z — Conj— {2}

X — [x]

Llamamos Z-Espacios o solo Espacios a los conjuntos no
vacios [x]

Para cada x € Z tomamos en cuenta los conjuntos [x] X [x+1].

Denominamos a 7" = ez [x] “El conglomerado”.

Definicién 1. °
Sea t, C [x] X [x + 1] una relacion
formamos el conjunto ¢ tal que (A, B) € ¢ siy solo si

20

“_»

1(’Dependiendo del contexto,
enteros.

"Dependiendo del contexto, “~"podr ser diferencia de conjuntos o diferencia
de enteros.

18Se denota asi cuando x e Zyy € Z

19Esta definicién fue ajustada gracias al aporte de Helder Lopez y Marcos Ca-
nedo.

20Se observa que esta relacién 7, se define conforme los puntos D1 y D2 mds
abajo.

podra ser igualdad de conjuntos o igualdad de
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(AxeZ)YA€[x]ABe[x+1]A(A B) ety
que cumplan?':
D1 (Vx € Z)(YB € [x])(3A € [x + 1])AC € [x — 1])(CtB A BtA)
D2 (Vx € Z)(YB € [x])AA’ € [x+1])AC’ € [x—1])(C'tBABIA")

De ahora en adelante tomaremos la relacién ¢ y los conjuntos
[x] tal que cumplan D1 y D2, conforme lo seialado previamente.

Cuando ocurra que (A, B) € ¢ denotaremos AtB 'y cuando ocu-
rra que (A, B) ¢ t denotaremos AzB.

Vemos que 1 = ez, tr € Uyen(Ix] X [x + 1]).

Asimismo, t C 7" X T es una relacion, ya que (Vx € Z)([x] C
7).

Observaciones y Comentarios

Con las definiciones mencionadas, se puede observar lo si-
guiente, con x,y € Z, A € [x], B € [y]:

Obs 1.1 Elconjunto 7, = [x] X [x+ 1] ={(X,Y) : X e [x]AY €
[x + 1]} estd bien definido y no es vacio porque ninguno de
los conjuntos [x] es vacio.

Obs 1.2 Si A, B € Im([ 1), AtB solamente estd definida si [B]™! =
[A'+1.2

Obs 1.3 Es contradictorio que A7By BtA, simultineamente,
pues en ese caso tendriamos que x = x + 1 en Z.

Obs 1.4 La funcién [ ] : Z — Im([ ]) es biyectiva
y podemos definir [ ]71(4) = [A]"' = x.

Obs 1.5 A € [[A]"']y x = [[x]]"!

Obs 1.6 Es importante observar que los puntos D1 y D2 de la
definicién 1 describen cémo estan escogidos los conjuntos
[x], no solamente como esta definida la relacién t.

Obs 1.7 Se puede entender la funcién []~!' como la “Dimension”
del Z-espacio [x].

Obs 1.8 Se puede entender la relacién AzB como “A estd total-
mente en B, como podremos observar mds adelante.

218e observa que ¢ restringido a [x] X [x + 1] coincide con ty (t|[x)x(x+1] = tx)
directamente de la definicion de 7.
22Tomando en cuenta que la funcidn [ ] es inyectiva.

Propiedades

A continuacion algunos resultados, con base en las definicio-
nes senaladas:

Proposicion 1. Para todo x € Z, existen A, B € [x], que no son
iguales A # B.

Demostracion. Sea x € Z entonces existe A € [x] yaque [x] # &.
Existe C € [x + 1], AtC por D1 y ademas existe B € [x], BtC por

D2 (ambos en la pagina 35).
Sin embargo, los elementos A, B € [x] no pueden ser iguales ya
que ArC, BtC.

Por tanto existen al menos dos elementos que no son iguales en
cada conjunto [x], A # B. O

Proposicion 2. Para todos x,y € 7Z, tal que x <y, dado A € [x]
tenemos que:

existe B € [y] y existe I = {x,x+ 1,...,y — 1,y} tal que (Vi €
D@AD; € [i]) donde Dy = B, D, = Ayi#y = (DjtDiyy). **

Demostracion. Sean x,y € Z tales que x < yy sea A € [x], usa-
remos induccién.

Siy = x + 1 aplicando D1% a A tenemos que: (ADyy1 €
[x + 1D(A7Dyy1)
entonces I = {x,x + 1} donde B = D, y D, = A.

En general, si existe I = {x,x+ 1,...,y — 1} tal que
(YieD@D; elil)donde D, =Ay (i #y—1) = (DitD;11)
Aplicamos D1 a D,_; obteniendo la existencia de D, € [y] tal que
Dy_llDy
Asi obtenemos un conjunto 7 = {x,x+1,...
N@AD; € [i])
que cumple i # y = (D;tDj1).

Llamamos B = D, y sabemos que A = D,. O

,y—1,y} donde (Vi €

Proposicion 3. Para todos x,z € 7, tal que x > z, dado A € [x]
tenemos que:

existe C € [z] y existe [ = {z,z+ 1,...,x — 1,x} tal que (Vi €
DAE; €li))donde E, =C,E, =Ayi+ x = (EitE;i;).

Demostracion. Sean x,z € Z tales que x > 7y sea A € [x], usare-
mos induccioén.

Si z = x — 1 aplicando D1?° a A tenemos que: (IE,_; €
[x — ID(Es-11A)
entonces [ = {x — 1,x} donde C = D,_; y D, = A.

23Se refiere a la igualdad como elementos de un conjunto.
24Este tipo de construccién serd muy importante mds adelante.
25En la pagina 35

26En la pagina 35
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En general, siexiste I = {z— 1,z —2,...,x — 1, x} tal que
VieDAE;e[i])donde E, = Ay (i # x) = (EitE;iy1)
Aplicamos D1 a E,_; obteniendo la existencia de E, € [z] tal que
E D,

Asi obtenemos un conjunto I = {z,z—1,...,x— 1, x} donde (Vi €
D@AE; € [i])

que cumple i # x = (EjtE; ).

Llamamos C = E, y sabemos que A = E,. O

Operadores t, y t*:

Definicion 2. Sea x € Z y A € [x], definimos los conjuntos:
t'(A) ={Be[x+1]:AtB}
t.(A))={Ce[x-1]:CtA}

Si tomamos x € Z 'y A € [x], se observa lo siguiente:
Obs 1.9 r(A) # Dy t.(A) # @ por D1 (pagina 35).
Obs 1.10 *(A) c [x+ 1] y t.(A) C [x — 1] por definicién 2.

Obs 1.11 [x+1]-7"(A) # Dy [x—1]-1.(A) # @ por D2 (pagina
35).

Obs 1.12 A € r*(B) solo tiene sentido si [A]™! = [B]! + 1.7
Obs 1.13 A € 1.(B) solo tiene sentido si [A]"! = [B]™! - 1.

Obs 1.14 A € *(B) si y solamente si BtA si y solamente si B €
t.(A) porlas Obs 1.2, 1.12 y 1.13.

2. Congruencia

En esta seccion se brindard la relacién de equivalencia = y
las relaciones <y >, que permiten comparar dos elementos de un
Z-espacio, junto con algunas observaciones y propiedades impor-
tantes, ademads de plantear el primer Axioma.

Seax e Z:

Definicion 3. Sean A, A’ € [x] se denota A < A’ y se dice que A
es semicongruente a A’ si (VB € [x — 1])(BtA = BtA’)

Definicion 4. Sean A, A’ € [x] se denota A = A’ y se dice que A
y A’ son congruentes o coinciden si (VB € [x — 1])(BtA & BtA’)

Axioma 1 (Ax1). Sean A,B € [x] y C € [x + 11 %, entonces
(BtC A A < B) = ArC.

27Se han corregido varios de estos puntos, gracias a las observaciones de Mar-
cos Canedo.
28Esto equivale a [A]7! = [B] ' y [C]! = [A]"! + 1

Observaciones y Comentarios

Si x € Z, tenemos:

Obs 2.1 Si A, B € [x] entonces, usando las definiciones previas,
se obtiene inmediatamente: A = B & (A < B)A (B < A) ¥

Obs 2.2 Si A, B € [x], se denota también B > A cuando A < B.

Obs 2.3 En el resto del documento se usara sobre todo la relacion
=, no tanto las relaciones <y >.

Obs 2.4 Las relaciones A = B, A > By A < B solamente estin
definidas si existe x € Z y A, B € [x], lo que equivale a
(A1 = [B]".

Obs 2.5 De la definicién 4 se tiene inmediatamente que A = B
equivale a B = A.

Obs 2.6 Por Ax1,siA,B € [x]yC € [x+ 1] se tiene:
t.(A) C t.(B)y B € 1.(C) implican A € 1,(C).

Obs 2.7 SiA,B € [x],setiene que A = B & 1.(A) = t.(B), por la
definicién 4.

Obs 2.8 Si A, B € [x], setiene que A < B & t.(A) C t.(B), por la
definicion 3.

Propiedades
Si x € Z, se tienen los siguientes resultados:

Proposicion 4.
a) Sean A,B € [x] y C € [x+ 1], entonces: (BtC N A = B) = AtC.
b) Para todo x € 7, existen A, B € [x] tales que A 2 B.

Demostracion.

a) Sean A,Be[x]yC e [x+1]
SiBtCy A = B, entonces A < By B < A, como se indic6 en Obs
2.1.
Asfi tenemos BtC y A < B por tanto, aplicando Ax1, tenemos que
AtC.

b) Six € Z, supongamos que (YA, B € [x])(A = B)
Sea C € [x + 1], entonces por D1 y D2 existen A’, B’ € [x] tales
que A’tC, B'tC
Asi B'tC y como A’ = B por la hipétesis (1), entonces B'tC por la
Proposicion 4.a., lo que es contradictorio.
Por tanto existen A, B € [x] tales que A 22 B. ]

Proposicion 5. La relacion = es de equivalencia.

Demostracion. Sean A, B, C € [x]

a) (VD € [x — 1])(DtA & DtA) por tanto, por la Definicion 4,
A=A

29Que puede ser usado de manera equivalente como definicién de =.

©IIMAT 2018-2020

Carrera de Matematica FCPN-UMSA



A.Alberdi / Revista Boliviana de Matemdtica — UMSA 04 (2020) 33-46 38

b) Porla Obs 2.5

c) Sean A = By B = C, tomemos D € [x — 1]
entonces (DtA & DtB) A (DtB < DtC) por tanto DtA < DtC.
Asi: (VD € [x — 1])(DtA & DtC) de donde A = C. O

Proposicion 6. La relacion < es de orden respecto a =.

Demostracion. Sean A, B, C € [x]
a) (VD e [x— 1])(DtA = DtA) por tanto A < A.

b) Sean A < By B < A, entonces A = B como se indic6é en Obs
2.1.

¢) Sean A < By B < C, tomemos D € [x — 1]
entonces (DtA = DtB) A (DtB = DtC), por tanto DtA = DtC.
Asi: (VD € [x — 1])(DtA = DtC) de donde A < C. O

Proposicion 7. La relacion = es compatible con la relacion t por
ambos lados.

Demostracion. Sean A,B € [x] yC,D € [x — 1] talesque A = B
yC=D

a) Si suponemos que CA entonces DtA por la Proposicién 4.a.
Como DtA entonces DtB por la definicion de =.

b) Si suponemos que DtB entonces CtA por simetria de =, usando
el mismo procedimiento de la Proposicion 7.a. O

3. Relaciones y operadores u

En esta seccion se definird la “relaciéon”u, que permite vin-
cular dos elementos de cualquier Z-espacio, ademas definir los
operadores unarios u* y u,, junto con algunas de las propiedades
y observaciones importantes de u.

Sean x,y € Z:

Definicién 5. *° Si A € [x], B € [y] tales que x < y definimos
la relacion binaria u,, C [x] X [y], donde (A, B) € u,, siempre y
cuando se cumpla:

Viefx,....,yD@AD; e (DD, = AADy, = BA(x <Y A #
y) = (DitDi41)))

Formamos el conjunto u tal que (A, B) € u si y solo si
(Ax e Z)3y € Z)(A € [x] AB€ [yl A(A, B) € uyy)

Denotamos AuB en lugar de (A, B) € u 3.

30Esta definicién fue ajustada gracias al aporte de Marcos Canedo.
31De manera similar a ¢

Observaciones y Comentarios

Si x € Z, tenemos:

Obs 3.1 Larelacion AuB conforme la definicion 5 solamente tie-
ne sentido si existen x,y € Z, A € [x], B € [y] tales que
x <y, lo que equivale a [A]™! < [B]™!

Obs 3.2 Larelacion u surge naturalmente de la necesidad de con-
tar con una extension de la relacion ¢, conforme las Propo-
siciones 2 y 3.

Obs 3.3 En la definicién de u (Definicién 5), a diferencia de las
proposiciones 2 y 3 que incluyen solamente la relacion ¢,
observamos que se ha incluido la relacién = por consisten-
cia de notacién, ya que A = A.

Obs 3.4 Por otra parte, se ha incluido en esta relacion u la posibi-
lidad de que x = y, que no podia existir en las proposiciones
2y 3 por la restriccion indicada en Obs 1.2.

Propiedades

Si x,y,z € Z, tales que z < x < y se tienen las siguientes
proposiciones:

Proposicion 8. Si A € [x] y B € [y] entonces:
a) AtB = AuB ¥ 3

b)A =B = AuB

c)Si(x=yANAuB) = A=B

d) Si AuB y BuA entonces A = B

Demostracion. Sean A € [x]y B € [y]

a) Si ArBentonces y = x + 1 por Obs 1.2, asi:
(i € {x,y)@AD; € [i])(AtD,), donde D, = Ay B = D,. (debido a
que A=A)
Por tanto AuB.

b) Si A = Bentonces x =y por Obs 2.4, por tanto x £ y y:
(Vie{x})@AD, € [x])(B= D, = A),debidoaque A = A
Por tanto AuB.

¢) Si AuB entonces
Viefx,...,yDAD; € [iN(Dxy =AAD, =BA((x <y A{#
y) = (DitDi11)))
Si consideramos x =y, entonces: (D, € [x])(D, = A A D, = B)
Por la Proposicion 5, tenemos que A = B

d) Si AuBy BuA entonces x <yyy < xporObs3.1,asix =y
Por tanto A = B, por la Proposicién 8.c. O

Proposicion 9. Sean A,Be [x]C e [z]yD € [ylconz < x <y,
entonces:

a) (AuD AN A = B) = BuD.

b) (CuA ANA = B) = CuB.

32Esto implica que 7 C u
33Siy=x+1entonces AtB & AuB 61t =u
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Demostracion. Sean A,B e [x]Ce[zlyDe[ylconz<x <y,
tenemos:

a) Si(AuD A A = B) entonces:
Vie{x,....yDAE; e (IEx 2 ANE, =DA((x <y)A( #
y) = (EitEi1)))
Como A = Bentonces E, = By asi BuD.

b) Si(CuA A A = B) entonces:

Vielz,....x)@AD; e (DD, =CADy, =2AN((z<X)AN({ #
x) = (DitDjy1)))
Como A = Bentonces D, = By asi CuB. O

Proposicion 10. La relacién u es de orden respecto de =.

Demostracion. Si A € [x], B € [y]y C € [z], entonces:
a) A = A por tanto AuA por Proposicién 8.b.

b) Si AuB A BuA entonces x < y A x > y por tanto x = y por Obs
3.1
Como AuB, por tanto A = B, por la Proposicion 8.c.

c) SiC €[z],A € [x], B € [y] tales que CuA A AuB entonces:

(Vi €z, x)AD; € [(ND. = CAD, = AA((x < y) A (i #
y) = (DitDjs1)))
(V) €l DAE; € UDEs = ANE, = BA((x <) A #

¥) = (E{tE41))

Sea F) tal que:

Vielz,...,x—1})(k = i)y definimos F; como D;
Vje{x+1,...,yDk = j)y definimos Fy como E;

Se puede ver que D, = A = E, por la Proposicién 5 de la pagina
39, asi definimos F, como A, por tanto:

Vkelz,....,yDAF e kDF, = CAFy =BA((z<y)A(k#
y) = (FxtFit1))
En consecuencia CuB. ]

Proposicion 11. Si A € [x] entonces:
a) (AB € [y)(AuB), donde x < y.
b) (AC € [z])(CuA), donde z < x.

Demostracion. Sea A € [x]s:

a) Supongamos x = y entonces existe A € [y] tal que AuA.
Supongamos x < y, por Proposicion 2, existe B € [y] tal que
(Vi € {x,...,yD@AD; € [i]) donde Dy es B, Dy esAyi #y =
(DitDiy1)
ComoD,=BAD,=Ay(x<yAi#y) = (DitDj), se tiene
que AuB.

b) Supongamos z = x entonces existe A € [z] tal que AuA.
Supongamos z < x, por Proposicién 3, existe C € [z] tal que

Vi € {z,...,x})(AD; € [i]) donde D, es A, D,esCyi + x =
(DitDjy1)

ComoD,=2=AAD,=2Cy(z<xAi#x)= (DitDj;1), se tiene
que CuA. O

Proposicion 12. La relacion = es compatible con la relacion u
por ambos lados.

Demostracion. Sean A,B € [x]y C,D € [x — 1] talesque A = B
yC=D

Si suponemos que CuA entonces DuA por la Proposicion 9.a., ya
que C =D

Si DuA entonces DuB por la Proposicién 9.b., yaque A = B

Por tanto DuB. O

Operadores u* y u,:

Definicion 6. Sea x,y,z € Z,conz < x < yy A € [x], definimos
los conjuntos:

u*(A)y = {B € [y] : AuB}

u.(A), = {C € [z] : CuA}

Si tomamos x,y,z € Z,conz < x <yy A € [x], se observa lo
siguiente:

Obs 3.5 u*(A), # @ por Proposicién 11.a'y
u.(A), # & por Proposicién 11.b.

Obs 3.6 u*(A), C [yly u.(A), C [z] por definicion 6.

4. Axiomas de incidencia

En esta seccion se extenderd la definicién de los operadores
binarios u* y u., ademds de los operadores m y M, que permi-
tirdn construcciones mds avanzadas de elementos de Z-espacios,
como se reflejan en las varias observaciones y propiedades. Asi-
mismo se plantean los dos Axiomas de incidencia, nombrados asi
porque permiten determinar las modalidades de incidencia de dos
elementos de Z-espacios cualquiera.

Sean x,y,z,w € Z tales que 7 < {x,y} <w 18,

Definicion 7. Sean A € [x] y B € [y], definimos los conjuntos
siguientes '%:

u*(A, B),, = {C € [w] : AuC A BuC}

u.(A,B), ={D € [z] : DuA A DuB}.

Definicion 8. Sean A € [x] y B € [y], definimos los enteros si-
guientes:

M(A, B) = min{w € Z : u*(A, B),, # 0}

m(A, B) = max{z € Z : u.(A, B), # 0} .

Axioma 2 (Ax2). Si A € [x] y B € [y], con x <y entonces:
a)?® Si Am(A, B) entonces M(A, B) = x +y — m(a, b)
b)*' Si dm(A, B) entonces M(A, B) = y+ 1

18 Denotando asi que z es menor o igual que x y que y, y que w es mayor o igual
que x y que y

19Se aclara que, la generalizacién de la presente definicién al caso de una
cantidad mayor a 2 Z-espacios, presenta problemas mds complejos, que se tra-
tan en la “Teoria de la Incidencia ”o “Incidence Geometry ”, como referencia
https://en.wikipedia.org/wiki/Incidence_geometry

20Exactamente esta igualdad se encuentra como un resultado (no generalizado)
en el libro Algebra Geométrica de E.Artin teorema 1.4.

21Esta igualdad se puede deducir facilmente del teorema 1.3 del libro Algebra
Geométrica de E.Artin.
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Observaciones y Comentarios

Six,y,z,we Ztalesque z < {x,y} <wconA € [x]y Be[y],
tenemos:

Obs 4.1 El conjunto u*(A, B),, solo tiene sentido si se cumple que
A€ [x]yBely],con{x,y} <w

Obs 4.2 El conjunto u.(A, B), solo tiene sentido si se cumple que
A€[x]yBelyl,conz<{x,y}

Obs 4.3 u*(A,B),, C [w]y u.(A, B), C [z]

Obs 4.4 M(A, B),m(A, B) € Z en caso que existan.
M(A, B) siempre existe por Ax2.a y Ax2.b.

Obs 4.5 Si existe m(A, B), entonces m(A, B) < {x,y} < M(A, B)
pues m(A, B) se elige entre los z € Z tal que z < {x,y} y
M(A, B) se elige entre los w € Z tal que {x,y} < w.

Obs 4.6 Si x = y entonces m(A, B) < x < M(A, B) por la Obs
4.5.

Obs 4.7 Si A = B entonces m(A, B) = x = M(A, B) por la Propo-
sicién 9 y Definicion 8.

Obs 4.8 Si A = Bentonces x =y
Yw = )W (A, B)y = u*(A),) y
(Vz < x)(u.(A, B); = u,(A),).

Obs 4.9 Si ArBentoncesy = x+ 1, m(A,B) = x <y = M(A, B)
por la Obs 4.5.

Obs 4.10 Si AuB entonces m(A,B) = x <y = M(A, B) por la
Obs 4.5 y la Obs 3.1.

Obs 4.11 Si A,B € [x] y A 22 Bentonces M(A, B) > x por Ax2.
Si dm(A, B) tal que A 2 B entonces m(A, B) < x (Pues
M=2x-m>x=x—m>0).

Obs 4.12 Si A € [x] y B € [y], se tiene que m(A, B) = m(B,A) y
que
M(A, B) = M(B, A) directamente de la definicion 8.

Propiedades
Si x,y € Z, se tienen las siguientes proposiciones:

Proposicion 13. Si A € [x] y B € [y] se tiene que :

a) Si Am(A, B) entonces (AD € [m(A, B)])(DuA A DuB)
b) (AC € [M(A, B)])(AuC A BuC)

¢) Si (Az € Z)@AD €< [z])(DuA A DuB), entonces Am(A, B)

Demostracion. SiA € [x]y B € [y] tenemos:

a) Si dm(A, B) entonces existe max{z € Z : u.(A,B), # 0} por
Definicioén 8.
Por tanto u.(A, B)uu,py # 0, con u.(A, B)uu.p C [m(A, B)] por
Obs 4.3
Asi @D € [m(A, B)XD € (A, Buian)
Por tanto (3D € [m(A, B)])(DuA A DuB) por Definicion 7.

b) Por Ax2 AM(A, B)
entonces existe min{w € Z : u*(A, B),, # 0} por Definicién 8
Por tanto u*(A, B)m,p # 0, con u*(A, B)y,p C [M(A, B)] por
Obs 4.3
Asi (AC € [M(A, B)])(C € u*(A, B)yma.p)
Por tanto (AC € [M(A, B)])(AuC A BuC) por Definicién 7.

¢) Si (Az € Z)(AD € [z])(DuA A DuB), entonces
(AD € [z])(D € u.(A, B),), asi u*(A, B). # 0 por Definicién 7.
Luego {w € Z : u.(A, B),, # 0} # 0, donde (Vw € Z)(w < {x,y})
por Obs 4.2
Siempre se puede tomar el maximo de un subconjunto no vacio
de Z acotado superiormente, por consiguiente existe max{w € Z :
u.(A, B),, # 0}
Por tanto dm(A, B) por Definicién 8. O]

Proposicion 14. Si A, B € [x] y Am(A, B) con m(A, B) = x enton-
ces A= B?%.

Demostracion. Si A, B € [x]y Am(A, B), con m(A, B) = x
Por tanto (3D € [x])(DuAADuB), sin embargo, por la Proposicién
8.c,tenemos que D = Ay D = B, por tanto A = B. O

Proposicion 15. Si A € [x], B € [y] con AuB y ademds z € 7 tal
que C € [z] con z > {x,y} tenemos que:

a)Si existe m(A, C), entonces existe m(B,C) y m(A,C) < m(B,C)
b)M(A,C) < M(B,C)

Demostracion. Sean A € [x], B € [y] y AuB, ademas z € Z tal
que C € [z] con z > {x, y}

a) Si existe m(A, C) entonces (AD € [m(A, C)])(DuA A DuC) y
como AuB, se sigue que DuB por Proposicién 10.c
Ast: (AD € [m(A, C)])(DuB A DuC), luego D € u.(B, C)ya.c)
Por definicién 8 de m(B, C) y como u.(B, C)ya,cy # 0,
se sigue que m(A, C) < m(B, C).

b) (AE € [M(B, C)])(BuE A CuE) por la Obs 4.4
como AuB, se sigue que AuE por Proposicién 10.c
Ast: (AE € [M(B, C))(AuE A CuE), luego E € u*(A, C)pp.c)
Por definicién 8 de M(A, C) y como u*(A, C)p,c) # 0,
se sigue que M(A,C) < M(B,C). O

Proposicion 16. Si A, B € [x], con A = By sea cualquier 7 € 7
tal que C € [z] tenemos:

a) m(A, C) = m(B, C) si existen

b) M(A,C) = M(B,C)

Demostracion. Sean A, B € [x], con A = B, ademas sea z € Z tal
que C € [z]

a) Sea w = min{x, z} entonces
My e Z,y <w)(VD € [y])(DuA & DuB), aplicando dos veces la
Proposicion 9.b.
Luego (Yy € Z,y < w)(u.(A, C), = u.(B, C),) por Definicién 7.

22De donde A % B = m(A, B) < x
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Asi, tenemos que u.(A, C)y, u.(B, C), son ambos vacios o ninguno
es vacio, de donde, por la Definicién 8 se cumple solo una de las
siguientes afirmaciones:

i) @m(A, C))(Am(B, C))(m(A, C) = m(B, C))

i) (Am(A, C)) A (Fm(B, C))

b) Sea w = max{x, z} entonces
My e Z,y > w)VE € [y)(AuE < BuE), aplicando dos veces la
Proposicién 9.a.
Luego (Yy € Z,y > w)(u*(A, C), = u*(B, C),) por Definicion 7.
Por la Definicién 8 tenemos M(A, C) = M(B, C). O

5. Axiomas de unicidad

En la presente seccion se postulan los dos axiomas de uni-
cidad que permiten un comportamiento regular y esperado en el
conglomerado de los Z-espacios, limitando la incidencia a ele-
mentos definidos de Z-espacios y permitiendo la definicién de los
operadores Ty |, junto con varias propiedades y observaciones.

Sean x,y,z € Z:

Axioma 3 (Ax3). Sean A € [x], B € [y]:

a) Si Am(A, B) entonces se cumple:
AD € [m(A,B))(VC € [z])(CuA A CuB = CuD) donde z <
m(A, B)

b) (AE € [M(A, B))(YC € [z])(AuCABuC = EuC) donde M(A, B) <

Z

Proposicion 17. Sean A € [x] y B € [y], considerando la termi-
nologia de Ax3:

a) Si Am(A, B), con (AD’ € [m(A, B)])(D'uA N D'uB) entonces
D=D

b) Si (AE’ € [M(A, B)))(AuE’ A BuE'") entonces E = E’

Demostracion. Sean A € [x] y B € [y], considerando la termino-
logfa de Ax3:

a) Supongamos Im(A, B), si (AD’ € [m(A, B)])(D'uA A D’'uB)
Aplicando Ax3.a y como m(A, B) < m(A, B), entonces tenemos
D'uD
Por tanto D = D’ por la Proposicién 8.c ya que [D’]™! = [D]™!

b) Supongamos (AE’ € [M(A, B)])(AuE’ A BuE")

Aplicando Ax3.b y como M(A, B) < M(A, B), entonces tenemos
Eufr’
Por tanto E = E’ por la Proposicién 8.c yaque [E’]™' = [E]"! O

Definicion 9. Sean A € [x], B € [y]:

a) Si dm(A, B), por Ax 3.ay Proposicién 17.a, existe un tnico D €
[m(A, B)] tal que DuA A DuB. Denominamos A | B a este inico
D3

34Se aclara que es tinico salvo =-equivalencia

b) Por Ax 3.b y Proposicién 17.b, existe un tinico E € [M(A, B)]
tal que AuE A BuE. Denominamos A T B a este tinico E .

Observaciones y Comentarios
Si A € [x], B € [y], tenemos:

Obs 5.1 Los conjuntos cociente (u(A, B)ma,p))/ =y (W' (A, B)un,p)/ =
tienen cardinalidad 1 por Proposicién 17.a.y 17.b. 3

Obs 5.2 Por Obs 4.4 siempre existe M(A, B), por tanto Ax.3.by
A T B estan bien definidas.

Obs 5.3 A T B tiene sentido solamente si (Ax,y € Z)(A € [x] A
B e [yD.

Obs 5.4 A | B tiene sentido solamente si (Ax,y € Z)(A € [x] A
B e[y ydm(A, B)

Obs 5.5 Por la Proposicién 13.c y la Obs 5.4, se tiene que A | B

tiene sentido si existenz € Zy D € [7] tales que DuAADuB.
37

Obs 5.6 (A 1 B) € [M(A, B)], (A | B) € [m(A, B)] por Definicién
8de Tyl

Obs 5.7 Si Am(A, B) y AD € [m(A, B)] tales que DuA, DuB,
entonces D = (A | B) por definicién 9 de |.

Obs 5.8 Si dE € [M(A, B)] tales que AuE, BuE,
entonces E = (A T B) por definicién 9 de T.

Propiedades
Si A € [x], B € [y], se tienen las siguientes proposiciones:

Proposicion 18. a) (AT A) = A
b) Au(A 1 B)y Bu(A 1 B)
c)AuB= (ATB) =B
d)(ATB)=(BTA)
e)A=2=B=>(ATB)=A

Demostracion. Si A € [x], B € [y]:

a) Por definiciéon de T, (A T A) € [x] tal que Au(A T A)
De donde, por Proposicién 8.c se tiene (A T A) = A

b) Por definicion 9de T, (A T B) € [M(A, B)], tal que Au(A T B) y
Bu(A 1 B)

¢) Si AuB entonces M(A, B) = y por Obs 4.10, asi existen (A T
B),B € [M(A, B)] tales que Bu(A T B) y BuB, por la Proposicién
18.b
Por la unicidad en la Proposicién 17.b, (A T B) = B

35Se aclara que es tinico salvo =-equivalencia
36La Obs 5.1 es equivalente a Ax3
37Obviamente considerando que (Ax,y € Z)(A € [x] A B € [y]) con z < {x, y}.
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d) Por definicién 9 de B T A, es el tnico E respecto a = tal que
E € [M(A, B)] con AuE y BuE, como M(A, B) = M(B,A) por la
Obs 4.12 y por la unicidad se tiene: (A T B) = (B T A)

e) Si A = B entonces AuB por la Proposicién 8.b
Asi, (A T B) = B por Proposicién 18.c. y A = B, entonces (A T
B)=A
O

Proposicion 19. Si Am(A, B), entonces se tiene lo siguiente:
a)(AlA)=A

b) (Al BuAy (A | BuB

c)AuB=> (A | B)=A

dJA|B=B|A

e)A=B=>(A|B)=B

Demostracion. Si A € [x], B € [y], tales que Im(A, B), tenemos:
a) Por definiciéon 9 de |, (A | A) € [x] tal que (A | A)uA
De donde, por Proposicion 8.c se tiene A | A = A
b) Por definicion 9de |, (A | B) € [m(A, B)], talque (A | B)JuA'y
(A ]l BuB
¢) Si AuB entonces m(A, B) = x por Obs 4.10, asi existen (A |
B),A € [m(A, B)] tales que (A | B)uA, (A | B)uB 'y AuA por la
Proposicién 19.b
Por la unicidad en la Proposicién 17.a, (A | B) = A

d) Por definicién 9 de B | A es el unico D respecto a = tal que
D € [m(B,A)] con DuA 'y DuB, como m(A, B) = m(B,A) por la
Obs 4.12 y por la unicidad se tiene: (A | B) = (B | A)

e) Si A = B entonces AuB por la Proposicion 8.b
Asi, (A | B) = A por Proposicién 19.c y A = B entonces (A |
B) = B. O

Proposicion 20. Siz € Z tal que, A,B € [x], C € [z7]yA = B
entonces:

a) Si Am(A,C)y Am(B, C) entonces (A | C) = (B | C)
b) ATC)=(BTO).
Demostracion. Siz e Ztalque A,Be[x],Ce[z]yA = B:

a) Si Am(A,C) y dm(B, C) entonces se cumple que m(A,C) =
m(B, C) por Proposicién 16.a.
Por definiciéon 9 A | C es el tnico D respecto a =, tal que
D e [m(A, C)] con DuA 'y DuC
Como A = B, entonces se cumple que D € [m(B, C)] tal que DuB
y DuC por Proposicién 9.b.
Por la unicidad en la Proposicién 17.a, tenemos D = (B | C)
Portanto (A | C) = (B | C)

b) Se cumple que M(A, C) = M(B, C) por Proposicion 16.b.
Por definicién 9 A T C es el tinico E respecto a =, tal que
E € [M(A,C)] con AuE y CuE,
Como A = B, entonces se cumple que E € [M(B, C)] tal que BuE
y CuE por Proposicién 9.a.
Por la unicidad en la Proposicién 17.b, tenemos E = (B T C)
Portanto (A T C) = (BT C) O

6. Axiomas de construccion

En la presente seccion, se planteardn dos axiomas, para el uso
adecuado de los operadores T y |, permitiendo la construccion
de nuevos elementos de Z-espacios, en el marco de un comporta-
miento también adecuado del conglomerado.

Sean x,y,z,w € Z:

Axioma 4 (Ax4). Sean x <y, con A € [x] y B € [y] tales que
AuB:

a) Vz<y)ACezDB=(ATC))

b) Yw > x)AD € [w])(A = (B | D))

Observaciones

Obs 6.1 Conforme la terminologia de Ax4.a tenemos que CuB,
por Proposicién 18.b

Obs 6.2 Conforme la terminologia de Ax4.b tenemos que AuD,
por Proposicién 19.b

Obs 6.3 Conforme la terminologia de Ax4, no se puede dar que
cada uno de los siguientes tres conjuntos {A, B}, {C, B} o
{D, A} sean subconjuntos de un solo Z-espacio.

Obs 6.4 Ax4 esta bien establecido, debido a que los Z-espacios
no son vacios y a que cada uno de estos tiene al menos dos
elementos no congruentes por Proposicion 4.b.

Obs 6.5 Ax4 no implica que dados cualquiera x,y € Z, A € [x] y
B € [y] exista m(A, B)

Obs 6.6 El Ax4.b, implica que Im(B, D), conforme la termino-
logia de este Axioma.

Propiedades

Proposicion 21. Sean A € [x]y B € [y] con x <y y AuB, enton-
ces

a) ACexDB=ATCOANAZC)
b) AD e [y(A = (Bl D)ABZD)

Demostracion. Sean A € [x]y B € [y] con x <y y AuB, entonces

a) Por Ax4.a(AC e [x])(B=(A T (0))
Si suponemos A = C, entonces, por Proposicién 18.e (A T C) =
A, de donde A = B por Proposicién 5. Esto implica que x = y, que
es contradictorio.
Por tanto A 2 C

b) Por Ax4.b (AD € [y])(A = (B | D))
Si suponemos B = D, entonces, por Proposicién 19.e (B | D) =
B, de donde B = A por Proposicién 5. Esto implica que x = y, que
es contradictorio.
Por tanto B2 D O
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Proposicion 22. Para cualquiera x,y € Z, dado A € [x] existe
B € [y] tal que Am(A, B)

Demostracion. Sean x,y € Z'y A € [x], ademds, sea z € Z tal que
z < {x,y}.

Por Proposicién 11.b, existe C € [z] tal que CuA

Luego, por Ax4.b, como y > z existe B € [y] tal que C = (A | B)
Por tanto 3m(A, B) por Obs 5.4. 3 O

7. Ejemplo de aplicacion

Como un ejemplo concreto de la axiomatica indicada, obten-
dremos los términos primitivos y los axiomas de Incidencia del
sistema de Hilbert:

= Se define la nocién primitiva de Punto como un elemento
de [0].

= Se define la nocién primitiva de Recta como un elemento
de [1].

= Se define la nocién primitiva de Plano como un elemento
de [2]

= Se define la relacién primitiva “yace en’como la relaciéon
t € ([0] x [1]) U ([1] x [2]), conforme lo sefialado previa-
mente.

Axiomas de Hilbert:

Tomando en cuenta que se trata de un espacio tridimensio-
nal, es decir que no se consideran objetos en [4], los axiomas de
Incidencia de Hilbert se pueden expresar de la siguiente manera:

1. Dos puntos distintos A y B determinan una tnica recta R.

2. Dos puntos cualquiera de una recta la determinan por com-
pleto, es decir si A y B determinan R, ademds A y C también
determinan R con B distinto de C entonces By C determi-
nan R.

3. Tres puntos A, B, C no situados en la misma recta, determi-
nan un plano a.

4. Tres puntos A, B, C no situados en la misma recta, determi-
nan un plano K por completo, es decir, si A, B, D también
determinan K tales que A, B, D no estin en la misma recta
y C es distinto de D, entonces A, C, D determinan K.

5. Si dos puntos A y B de la recta R yacen en el plano K en-
tonces toda la recta R yace en el plano K

6. Si dos planos K y L tienen un punto A en comin, entonces
tienen al menos otro punto B en comun.

7. En cada recta R hay al menos dos puntos A y B, en cada
plano K hay al menos tres puntos A, B, C que no estdn en
la misma recta

8. Existen al menos cuatro puntos A, B, C, D no situados en
un mismo plano.

38Se observa que Obs. 6.5 y Proposicién 22 no se contradicen.

Nociones previas:

Si tomamos los “puntos”: A, B, C, D € [0], las “rectas™: R, S €
[1] y los “planos™: K, L € [2], debemos reformular lo establecido
por los axiomas con la terminologia del presente documento.

Lo primero que se debe notar es que no existen las nociones
de Z-espacios diferentes de [0], [1], [2] y [3] en los axiomas de
Hilbert, por tanto especificaremos primero las siguientes nocio-
nes:

a. Puntos Distintos, esta nocién podria significar solamente
que A 2 B, sin embargo en el contexto debemos inter-
pretar adicionalmente si existe o no m(A, B), ya que todos
los Z-espacios pueden tener o no tener Z-espacios conteni-
dos comunes (Entendemos “Z-espacios contenidos’como
Z-espacios que estdn en relacién ¢ o u con otro, por la iz-
quierda *).

Ademas se aclara que cuando Jm(A, B), se interpreta que
m(A, B) = —1, con base en el Ax 2.a.

b. Unica Recta, interpretamos la unicidad de cualquier Z-espacio
definida por la equivalencia =.

c. Puntos Determinan una Recta, esta nocién se interpreta co-
mo (A T B) € [1], lo que implica que A y B son puntos
distintos (conforme lo mencionado en el punto a inmedia-
tamente arriba).

EEIT3

d. Punto en una Recta, las nociones de “estar en”, “yacer en”,
“pertenecer a”, o similares se interpretan como ¢ en AfR
cuando se trata de Z-espacios adyacentes ([x] es adyacente
a[y]si|x—y| = 1) otambién se interpretan como u en AukK
cuando se trata de Z-espacios no adyacentes.

d. Determinan un plano, esta nocién se interpreta para Puntos
cuando AuK, BuK, CuK son distintos, con (A T B) 2 (A T
C),talque K = [(A T B) T (AT C)]. Se observa que dos
rectas Ry S determinan un plano cuando son diferentes. *°

e. No en la misma recta: Tres puntos A, B, C no situados en
la misma recta, se entiende como dm((A T B),(A T C))

f. Dos planos tienen un punto en comin: Dos planos K, L
tienen un punto en comun, se interpreta bajo la limitacién
de que el maximo z € Z que podemos tomar es 3.

Demostracion de los Axiomas de Hilbert:

Ahora contamos con las herramientas para ejemplificar los
conceptos de Z-espacios en la axiomatica de Hilbert, pasemos a
demostrar cada axioma:

39«4 estd en relacién u por la izquierda con R”si AuR
40R y S son diferentes si R 2 S considerando si existe o no existe m(R,S) y la
restriccion a los Z-espacios [0], [1], [2], [3]
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Ejemplo 1 (Axioma 1 de Hilbert). Si A, B € [0] tales que A y
B son distintos, entonces (A!R € [1])(AfR A BtR), donde R es
(A 1T B), los puntos A y B determinan la Gnica recta R.

Demostracion. SiA, B € [0] tal que A 2 B tenemos las siguientes
posibilidades conforme la nocién de “Puntos Distintos

12 Si fm(A, B), asi M(A, B) = 0 + 1 = 1 conforme Ax 2.b.

2% Sidm(A, B), m(A, B) = —1, entonces M(A, B) = 0+0—(-1) =1,
conforme Ax 2.a.
En ambos casos A!(A T B) tal que (A T B) € [1]
Sillamamos Ra A T B, tenemos AuR y BuR (especificamente AR
y BtR). O

Ejemplo 2 (Axioma 2 de Hilbert). Si A, B, C € [0] distintos entre
si tales que AfR,BtR,CtR,conR = (A T BDyR= (A 1T O)
entonces (BT C) = R.

Demostracion. Si A, B,C € [0] distintos entre si tales que AfR,
BtR,CtRy R € [1]
conR=(ATB)yR=(ATC),como By C son distintos, B 2 C
y:

a) Si?m(B,C), asi M(B,C) =0+ 1 = 1 conforme Ax 2.b.

b) Sim(B,C) = -1, entonces M(B,C) = 0+0—(-1) = 1, conforme
Ax 2.a.
En ambos casos /(B T C) tal que (B T C) € [1]
Como (B T C) es unico en [1], tal que Bu(B 1T C) y Cu(B T C),
ademads R € [1] tal que BuR y CuR (por Proposicién 9.b).
Tenemos que R = (B T C) por la Proposicion 17.b. O

Ejemplo 3 (Axioma 3 de Hilbert). Sean A, B,C € [0] distintos
entre si tales que AuK, BuK,CuKy (A T B) 2 (A T C) entonces
K=(ATB)TATO)

Demostracion. Sean A, B,C € [0] distintos entre si tales que
AuK, BuK, CukK

yATB % (AT0),

sabemos que (A T B),(A T C) € [1], pues A, B,C € [0] son dis-
tintos entre si.

Como Au(A T B) y Au(A T C), entonces dm((A T B),(A T C))
por Proposicién 13.c

ym((A T B),(A T C)) = 0 por Obs 4.6 y Proposicién 14. Asi
M(ATB),ATC)=1+1-0=2porAx2.a

En Ax 3.b, complementado con la Proposicién 17.b y la Defini-
cién 9.b habiamos caracterizado (A T B), de la siguiente manera,
tomando en cuenta que M[A,B] =1y que K € [2]:

(3A T B) € [IDVC € [zD(Au(A T B)ANBu(A T B) = (A T
B)uC), donde M(A,B) < z

Tomando K € [2] como uno de los C, y sabiendo que Au(A T B)
y Bu(A T B), por Proposicién 18.b

concluimos que (A T B)uK por Ax 3.b.

Seguimos el mismo razonamiento para concluir que (A T C)ukK.
Asi tenemos que K,((A T B) T (A 1T C)) € [2] tales que (A T B)
y (A T C) estdn en relacién u por la izquierda con K y con

(ATB)TATC)
Por la proposicién 17.b tenemosque K = (AT B)T(ATC)) O

Ejemplo 4 (Axioma 4 de Hilbert). Tres puntos A, B, C no situa-
dos en la misma recta, determinan un plano K por completo, es
decir, si A, B, D también determinan K tales que A, B, D no estin
en la misma recta y C es distinto de D, entonces A, C, D determi-
nan K.

Demostracion. Los tres puntos A, B, C diferentes, no situados en
la misma recta, determinan el plano (A T B) T (A T C)), confor-
me se vio en la prueba del Axioma 3 de Hilbert. Llamemos K a
(ATB)TATC)

Si D € [0] diferente de A, B,C, con DuK y tal que A, B, D no
estan en la misma recta.

Suponemos que K = ((A 7 B) T (A T D))

Como AuK, CukK, ademas (A T C) € [1]

Tenemos que (A T C)uK por Ax3.b

Ademds como CuK, DuK, (C T D) € [1], por el Axioma 1 de
Hilbert, ya que son diferentes.

Tenemos que (C T D)uK por Ax3.b

Por otra parte, Im((A T C),(C T D)) con m((A T C),(C T D)) =
0, pues Cu(A T C)y Cu(C T D), por Obs 4.6 y Proposicién 14.
Portanto M(A 1 C),(CTD)=14+1-0=2yATO)T(C?T
D) € [2] por Ax2.a'y Definicién 9 de 1.

Hemos visto que (A T C)uK y que (C T C)uK por definicién de
KydeT.

Ademas, como K,((ATC) T (C T D)) € [2]

tenemos que K = (A T C) T (C T D)) por Proposiciéon 17.b. [

Ejemplo 5 (Axioma 5 de Hilbert). Si dos puntos A y B de larecta
R yacen en el plano K entonces toda la recta R yace en el plano
K.

Demostracion. Sean A, B € [0], tales que AtR, BtR, con RtK, R €
[1]y K € [2]"

Por otra parte estamos suponiendo que AuK, BuK.

Por definicion de T, aplicando Ax3.b con (A T B) como Ey K
como C, resulta:

(AT BuK,yaque M[A,B] = 1.

Finalmente (A T B)tK pues K € [2] por definicién 5 de u. O

Ejemplo 6 (Axioma 6 de Hilbert). Si dos planos K y L tienen
un punto A en comiin, entonces tienen al menos otro punto B en
comun.

Demostracion. Conforme la interpretacion de “dos planos tienen
un punto en comin’(el mayor z € Z es 3 para un Z-espacio),
tomemos los planos K,L € [2], tales que A € [0] es tal que
AuK, AuL. De estas suposiciones, tenemos que Im(K, L), m(K, L) >
0 por Obs 4.5.

Con base en el Ax.2.a, tenemos M(K,L) = 2 + 2 — m(K, L), por

41Se hicieron correcciones en este punto gracias a Amanda Iglesias.
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tanto m(K, L) > 0, caso contrario M(K, L) = 4, que contradice
la interpretacién mencionada. Solo queda que m(K, L) = 2 o que
m(K,L) =1

Caso 1 Si suponemos m(K, L) = 2,
entonces por la Proposicién 14, K = L
Por definicién 5 de u, como AuK, tenemos que IR € [1] tal que
AtRy RtK
Como AtR con [A]~! < [R]™!, por Proposicién 21.a, tenemos que
existe Be [0]talque R=(ATB)yA 2 B.
De aqui tenemos que BzR por Obs 6.1 y asi BuK y BuL por defi-
nicién 5 de u, tal que A 22 B.

Caso 2 Si suponemos m(K, L) = 1,
entonces por la proposiciéon 13.a, (AR € [1])(RuK A RuL), por
tanto RtK, RtL, por definicién 5 de u.
Por D1, tenemos que 3C € [0] tal que CtR y por tanto CuK y CuL
por definicién 5 de u.

Caso2.1 SiA%C
entonces se cumple el requerimiento tomando B = C.

Caso2.2 SiA=C,
entonces AfR por Proposicién 4.a, ademds como [A]7' < [R]7Y,
por Proposicion 21.a, tenemos que existe B € [0] talque R = (A T
B)yA % B.
De aqui tenemos que BfR por Obs 6.1 y asi BuK y BuL por defi-
nicién de u, tal que A 2 B. O

Ejemplo 7 (Axioma 7 de Hilbert).

En cada recta R hay al menos dos puntos diferentes A y B, en cada
plano K hay a menos tres puntos diferentes A, B, C que no estin
en la misma recta.

Demostracion.

En larecta: Por D1 de la definicién 1, existe A € [0] tal que AfR
por Proposicion 21.a, tenemos que existe B € [0] tal que A 2 B,
conR = (AT B).

De aqui AfR y BtR.

En el plano: Por D1 de la definicién 1, tenemos que existe R € [1]
tal que RtK
por Proposicion 21.a, tenemos que existe S € [1] tal que S 2 R,
conK=(RTS).

Como R 2 S, existe A € [0] tal que AR A AtS, por definicién de

Z
Asimismo, existe B € [0] tal que BtS A BtR, por definicion de 2

De donde AuK, BuKy A 2 B

Caso 1 Si #m(R,S)
Por Propiedad 21.a existe C € [0] talque R= (A T C),conC Z A
De aqui CtRy CtK 'y C 22 B (pues BtR).

Caso 2 Sidm(R,S)
En este caso m(R,S) = 0 por la restriccién mencionada de los

Z-espacios

Por tanto 3C € [0] tal que CtR, CtS por la Proposicion 13.a, lue-
go CuK

Tenemos que C 22 A puesto que AzS y C 2 B puesto que BfR Fi-

nalmente A, B, C € [0], diferentes entre si, tales que AuK, BuK, CuK

O

Ejemplo 8 (Axioma 8 de Hilbert). Existen al menos cuatro pun-
tos A, B, C, D € [0] no situados en un mismo plano.

Demostracion. Supongamos A, B,C € [0] tales que K = ((A T
B)T (A1 0)) € [2],y AuK, BuK, CukK.
Por D2 de la definicién 1, existe R € [1] tal que RtK

Por D1 de la definicién 1, existe E € [0] tal que EfR, tenemos los
siguientes casos:

Caso 1 Si EyK
entonces existe D = E € [0] con DjK.

Caso 2 Si EuK, entonces:
Por Proposicion 21.a, existe D € [O]talque D 2 EyR = (E T D)
Si suponemos DuK entonces (E T D)uK por definiciéon 9 de T, de
donde RuK por Proposicion 12.
Luego RtK lo que contradice a (*).
Por tanto existe D € [0] tal que D#K. O

8. Relacién p

En la presente seccidn, finalizando este primer documento,
complementamos lo sefialado hasta ahora con otra nocién fun-
damental para la Geometria Euclidiana, el “Paralelismo Fuerte”,
expresado por la relacién p, con sus propiedades correspondien-
tes.

Sean x,y € Z:

Definicion 10. Si A € [x] y B € [y], entonces
se denota ApB siempre y cuando A = B V fim(A, B) 4**

Observaciones y Comentarios

Si A € [x], B € [y], tenemos:

Obs 8.1 Larelacion ApB solamente tiene sentido si
existen x,y € Z tales que A € [x], B € [y].

Obs 8.2 Si tenemos que ApBy x # y, entonces A 2 B, por tanto
Bm(A, B).

42Se incluye la congruencia en la definicién de p, para que se puedan hacer
particiones de elementos en un Z-espacio, siguiendo el libro Algebra Geométrica
de Artin.

43Se debe notar que este paralelismo es “fuerte”debido a que no existen Z-
espacios comunes a los de referencia.
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Obs 8.3 Si ApB decimos que A “es fuertemente paralela a” B
Obs 8.4 Si ApBy A 2 B entonces no tiene sentido A | B.

Obs 8.5 La definicién 10 de ApB es equivalente a Im(A, B) =
A=B

Axioma 5 (Ax5). * Sean x,yeZ A€[x], Be[yl,conx<yy
AUB, entonces:

a) (AC € [y)(AuC A CpB)
b) Si (AD € [y])(AuD A DpB) entonces D = C.

Propiedades
Si x € Z, se tienen las siguientes proposiciones:

Proposicion 23. Sean A,B,C € [x], tales que A = By ApC
entonces BpC.

Demostracion. Sean x € Z'y A,B,C € [x], talesque A = By
ApC, tenemos dos casos:

a) SiA=C
entonces B = C por transitividad de =, as{ BpC
b) Si#m(A, C) (yaque ApC) (*)

Supongamos que dm(B, C) entonces Im(A, C) y m(A, C) = m(B, C)

por Proposicién 16.a, esto contradice (*).
De donde Am(B, C), por tanto BpC. O

Proposicion 24. La relacion p es de equivalencia en [x].

Demostracion. Sean x € Z'y A, B,C € [x]:
a) A=A, entonces A = A V Fm(A, A), entonces ApA.

b) SiApB, entonces A = BV #im(A, B), entonces B = AV Am(B, A)
Por tanto BpA

c) Si ApBy BpC, veamos la relacién entre Ay C:
Si #im(A, C) entonces por definicién se cumple ApC.
Por otra parte si suponemos que dm(A, C),
entonces (A!D € [m(A, C)])(DuA A DuC) ® por Proposicién 17.a.
Asi, como m(A, B) = m(B,C) = m(A, C) en caso que existan, se
dan los casos:
1) Si A = B entonces (D € [m(A, C)])(DuB A DuC) asi
dAm(B, C)
Luego B = C porque BpC, por tanto ApC
ii) Si B = C entonces (1D € [m(B, C)])(DuA A DuB) asi
dm(A, B)
Luego A = B porque ApB, por tanto ApC
iii) Si #m(A, B) A 3m(B, C) entonces DB (Si DuB con-

tradiria las suposiciones de no existencia, ya que DuA
y DuC).

44El presente axioma determina la geometria del conglomerado como Euclidia-
nay el punto b es equivalente al quinto postulado de los Elementos de Euclides.
45La notacién 3! significa existe un tnico respecto de =.

Por otra parte, si A = C entonces ApC, asi (por la nota
en la Proposicién 14) tenemos m(A, C) < x
Aplicando Ax 5.a para D € [m(A,C)] y B € [x], tene-

mos:
(A'E € [x])(DuE A EpB), luego por AxSbA=E=C,
de donde ApC. O
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Teorema de Ptolomeo

Lopez Apaza Huber D.

Resumen

El presente articulo pretende mostrar propiedades conocidas de la geometria, como consecuencia de la aplicacién del teorema de Ptolomeo. La cual
hace referencia a la caracterizacion de los cuadrildteros ciclicos a través de sus lados.

Palabras clave: Cuadrilateros ciclicos, Teorema de Ptolomeo.

Claudio Ptolomeo, cientifico de ori-
gen egipcio, fue un importante
astrénomo, matematico y gedgra-
fo de ascendencia griega que flore-
ci6 en Alejandria durante el siglo II
d.C. Sus escritos representan el lo-
gro culminante de la ciencia greco-
rromana, principalmente si nos re-
ferimos a su modelo geocéntrico el
: cual estaba fundamentado en el cen-
tro de la tierra como modelo del universo lo que en la actualidad
conocemos como el sistema Ptolemaico. Otra gran obra suya es
la Geographia, en que describe el mundo de su época. Utiliza un
sistema de latitud y longitud que sirvi6 de ejemplo a los cartégra-
fos durante muchos afos. Esta obra contenia graves errores en
cuanto a distancias, de hecho, se piensa que Colén terminé des-
cubriendo América producto de que en el mapa de Ptolomeo las
Indias se encontraba notablemente mas cercanas al navegar en esa
direccion.

1. Introduccion

Un hecho conocido en geometria es por cualquiera tres puntos no
alineados, siempre es posible hacer pasar una una dnica circun-
ferencia. Basta tomar como centro el punto donde concurren las
mediatrices del tridngulo y como radio la distancia de este punto

% DelboyLopez@gmail.com (Lopez Apaza Huber D.)

a cualquiera de los vértices. ;Pero qué podemos decir si consi-
deramos cuatro puntos en lugar de tres.? Como es de esperar, no
siempre existira una circunferencia que pase por estos cuatro pun-
tos. Por ejemplo, consideremos la circunferencia que pasa por los
puntos, A, B, C y agreguemos un cuarto punto D, el cual no esté
sobre la circunferencia. Claramente se puede ver, que no existe
una circunferencia que pase por estos cuatro puntos. De aqui se
ve que los cuadrildteros que posean una circunferencia que pa-
se por sus vértices deben ser en cierta forma especiales. A tales
cuadrildteros se les acostumbra llamar cuadrilateros ciclicos.

A B

Definicion 1.1. Un cuadrilatero se llama ciclico si existe una cir-
cunferencia que pasa por sus cuatro vertices.

2. Dos criterios para la caracterizacion de cuadrilateros cicli-
cos

Si un LJABCD esta inscrito en una circunferencia como en la Fi-
gura a, sabemos que los dngulos opuestos son suplementarios. Es-
to se sigue del hecho que son inscritos y que entre los dos abarcan
la circunferencia completa. Inversamente, si tenemos un LJABCD
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en el que un par de sus dngulos opuestos son suplementarios, sa-
bemos que el cuadrilétero es ciclico.

Del mismo modo, si tenemos un LJABCD inscrito en un circun-
ferencia como en la Figura b, sabemos que los dngulos que com-
parten un mismo arco son iguales entre si. Reciprocamente, si en
UABCD las diagonales forman con los lados opuestos angulos
iguales, dicho cuadrilatero es ciclico.

Figura a.

Figura b.

Las dos discusiones descritas anteriormente, son las demostracio-
nes de los siguientes teoremas.

Teorema 2.1. Un LJABCD es ciclico si y solo si sus dngulos
opuestos son suplementarios.

Teorema 2.2. Un LUABCD es ciclico si y solo si las diagonales
forman con los lados opuestos dngulos iguales.

Los dos teoremas anteriormente mencionados caracterizan a los
cuadrilateros ciclicos a través de sus dngulos. Otra caracterizacion
se puede hacer respecto a sus lados, y de hecho, este es conocido
como Teorema de Ptolomeo, el cual enunciaremos y demostramos
a continuacion.

3. Teorema de Ptolomeo

Teorema 3.1 (Teorema de Ptolomeo). Un LJABCD es ciclico siy
solo AC - BD =AB-CD + AD - BC

Demostracion. Empezaremos demostrando que si el cuadriléte-
ro es ciclico, se cumple la expresion dada en el enunciado. Con-
sideramos un punto P sobre la diagonal AC, de tal manera que
£PBC = £ABD.

Dado que JABCD es ciclico, también tenemos que {PCB =
AADB. De aqui deducimos que los tridngulos PBC y ABD son
semejantes, por lo que:

_ BC-AD

PC
BD

Anadlogamente se tiene que los tridngulos BAP y BDC son seme-
jantes, de donde se tiene que:

_AB-CD

~ BD

AP

Sumando las dos expresiones obtenidas anteriormente tenemos:

AB-CD N BC-AD
BD BD

AP+ PC =AC =
por tanto
AC-BD=AB-CD+ BC-AD

Ahora demostraremos la otra implicacién, es decir, si cumple la
expresion AC-BD = AB-CD+AD- BC es un cuadrilétero ciclico.
Consideramos el cuadrilatero de la figura de vértices ABCD.

D

B

Construir un tridngulo APB semejante al tridngulo DCB, de tal
forma que el lado AB se corresponda con BD, y los dngulos con
vértice B marcados en la figura, sean iguales.

Por la semejanza se cumple:

BP AB AP
BC  BD CD
de donde se tiene:

AB-CD =AP-BD

La primera de las igualdades de la proporcidn junto a la igualdad
de los dngulos marcados establece que los tridngulos PBC y ABD
son semejantes, por tanto:

pC _ BC
AD BD
de donde se tiene:
BC-AD = PC-BD
Y sumando las dos igualdades nos queda:

AB-CD+ BC-AD =AP-BD+ PC-BD > AC-BD

Desigualdad que es vélida para cualquier cuadrilatero, cuya igual-
dad se dara si y sélo si los puntos A, P, C son colineales y que
£BAC = £BAP = £BDC. Asi el HUABCD es ciclico. O
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Veamos ha continuacién algunas consecuencias interesantes
del teorema de Ptolomeo.

Primero consideremos un tridngulo rectdngulo ABC inscrito
en una circunferencia y hacemos la construccién del cuadrildtero
ABCD, obteniendo el punto D por simetria del punto B respecto
la hipotenusa.

Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:
AC-BD=AB-CD+AD - BC

Dado que los tridngulos ABC y ADC son congruentes, se tiene
que AD = AB, BC = CD y BD = 2 - BP. Reemplazando en la
igualdad anterior se tiene:

AC-2-BP=AB-BC+AB-BC=2-AB-BC

Simplificando
AC-BP =AB- BC

Asi queda demostrado, que el producto de longitudes de los cate-
tos de un tridngulo rectangulo es igual al producto de longitudes
de la hipotenusa y la altura respectiva.

Dado que JABCD es un rectangulo, se tiene que AB = CD, AD =
BC y AC = BD. Reemplazando en la igualdad anterior se tiene:

AC? = AB? + BC?

Con lo cual queda demostrado, que la suma de los cuadrados de
longitudes de los catetos de un tridngulo rectdngulo, es igual al
cuadrado de la longitud de la hipotenusa.

Ahora consideremos un tridngulo equildtero ABC inscrito en
una circunferencia y un punto P de la circunferencia.

B

P
aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:
AP-BC +AB-PC =AC-BP

Dado que ABC es un tridngulo equilatero se tiene, AB = BC =
AC. Reemplazando en la igualdad anterior se tiene que:

AP-BC+ BC-PC=BC-BP
simplificando se tiene:

AP + PC = BP

Andlogamente al caso anterior consideremos un tridngulo rectingu-

lo ABC inscrito en una circunferencia y hacemos la construccion
del rectingulo ABCD, obteniendo el punto D por simetria del
punto B respecto el centro de la circunferencia.

Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:

AC-BD=AB-CD+AD - BC

Consideremos ahora, un cuadriltero ciclico cuyo uno de sus
lados sea el diametro de la circunferencia.

B

Ol

Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:

AD-BC=AC-BD-AB-CD
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Dividiendo por AD?, tenemos:

BC AC BD AB CD

Sea @ = ADAB, B = £DAC, tenemos que sena = %, senf =
cD

%5 sen(@—p) = f—ﬁ, cosa = % ycospf = ﬁ—lc). Como el tridngulo

APD es semejante al tridngulo BPC, entonces ﬁ—]f; = %. Reem-

plazando en la igualdad anterior se tiene:
sen(a —B) = sena - cosB —cosa - senf3
que es la conocida férmula del seno de la diferencia de dngulos.

Ahora consideremos el pentdgono regular ABCDE, inscrita
en una circunferencia.

A

D

D

Aplicando el teorema de Ptolomeo al cuadrildtero ABCD se tiene:
AC-BD =AB-DC + AD - BC

Dado que ABCDE es un pentagono regular se tiene, AB = DC =
BC y AC = BD = AD. Reemplazando en la igualdad anterior se
tiene que:

AC? = AB* + AC - AB

Dividiendo por AB?, se tiene:

AC? AC
— =1+ —
AB? AB
Si denotamos con ¢ a % se obtiene:
g =1l+p

La cual es conocida como la razén de oro.

Para terminar, consideremos el cuadrilatero ABCD, inscrita
en una circunferencia de diametro R.

B
A

C
D
Aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene:
AC-BD=AB-CD+AD - BC 1)

Como ABCD es ciclico se tiene, LCAD = CBD = A, ABCA =
4BDA =6, {BAC = {BDC = By {ABD = LACD = a.
De donde se tiene que:

sena = ATD ; send = %
senf = % ;o osen(a+ A) = % = sen(d + B)
send=S2 ; sen(1+p) =52 =sen(a +96)

Reemplazando en (1), se tiene:
R-sen(a+1)-R-sen(1+6) = R-send-R-send+R-senf-R-sena
Simplificando, se tiene:

sen(a + A) - sen(d + B) =send -send +senf - sena
donde esta igualdad se cumple si @ + 8+ A + § = 7y es conocida

como el teorema trigonométrico de Ptolomeo.
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